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Vorwort. 



Die nachstehende Sammlung von Tabellen und Formeln der 
Mathematik verdankt ihre Entstehung dem Wunsche meiner Zu- 
hörer. Ich hoffe, dass durch die Mannigfaltigkeit der Tabellen 
und die Art der Zusammenstellung der Formeln das Buch auch 
für weitere Kreise brauchbar sein wird. 

Berlin, im August 1867. 

Ligowski. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Bei dieser neuen Auflage war ich bemüht, durch Aufnahme 
der Logarithmen der hyperbolischen Functionen, und einer 
Tabelle der rechtwinkligen Breiecke das Buch für die Anwen- 
dungen der Mathematik brauchbarer zu machen. Auch der 
Text hat mehrfache Erweiterungen erfahren. Besonders war 
ich bestrebt dem Buche mehr die Form eines Leitfadens als 
einer reinen Formelsammlung zu geben. Ich hoffe, dass das 
Werkchen in seiner neuen Gestalt wiederum eine freundliche 
infnahme finden wird. 

Kiel, den 9. Januar 1873. 

Ligowski. 
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1. Bri^g,£80h« Logarithmen; 

Um die Mantisse des Logarithmus einer dreistelligen Zahl, z. B. 
von 457 aufzusuchen , g^he man in der Zeile 45 bis zur Golonne 7, 
man findet , daselbst Q,j5^^99 aj&^anti^se tq« log 457.,, Pa, die Kenn- 
ziffer von log 457 gleich % is^ so ,h^|i man^. ,» 

..n ;.iog.457:.==^.2,0599; : , ' ," .^ . 

Nach den Gesetzen auf'Sieite 76, ergiebt sicl^; ,, , ,, 

log 4570 =5= 3,6599 
'' ' iög •4Ö7Ö0' == 4'^5S(9 ' "'' '^^ '=• 

log 45,7 « 1^6539 

log 4,5t =b 0,65^ * ; : • ^ 
log 0,457 «0,6599— 1 
log 0,0457 = 0^6599 — 2 etc. 
Die Zahl 457 ist zugleich die Anzahl der Minuten des Winkels 

70 30^-}* 7' 
Ist a eine ganze Zahl über'lOO-und unter 1000' nnd 

log (a + 1) — log A = d .(Täfeldifferenz), 
dann ist, wenn x kleiner. als 10, der Logarithmus der vierstelligen 
Zahl 10 a 4- X gegebeh dülrcif , ' ' - ' . - : 

. d 
log (10a 4- x) ^ log 10a. 4- x • |^. 

2. B. log2537 = 3,4031 rt- 7 • 0JÖ0017 

«= 3,4031 r^ 0,001 i9 = 3,4043 

Die Tabelle der Proportionaltheile Seite 58. und 59 giebt unter 

der Differenz 17 in der Golonne 7>8oC«^-die Zahl' 11,9 oder abge- 

' d 

kürzt 12 Einl^eiteti der kitsteniiDedmalten als Prodxict von x * jr- 

Soll zu einem gegebenen Logarithmus die' Ztthl auf vier Stellen 
gefunden wecden, sofludie* ii]iän> di^ n&6bit kleinere* ZaJü a<deir Ta- 
belle.' Bez^iehniei' man: die vierte nöbb^lbblende Stelie durch s,' so 
ist;' wenn y die enbekannt« Zahl: t/ a=: 10«4-^'vnd ' = 

i_' (^fey -^logiOc)« 10 . 

z. B. log;/ s=: 3,2159 Man findet tt »1€4 und d » 0,0027 

loglOa = 3,2148 > 

0,0011 'Also x'^ y^^ 4, mithin 
S/= 10a + xs=»-4d44 



Die Tabelle der Pioportionaltheile giebt bei d = 27 die Golonnen- 
zahl 4 als diejenige, welche der Differenz 11 entspricht. 

Wäre logt/ » 4,2159, dann ist 
log ^- = 3,2159 und 



^= leW, also 1/ =16440 ' --• ' • 

Wenn logy == 0,2159 -^ 1, so ist 
logl04y = 3,2159 und 

lO'^yts: 1644,. also ^ »i 0,1644 '! .; 

( r %u JHatüirUchQ, I^.Qgai;ithmeD, 

Soll von einer Zahl % der riatütliäte'i^oiaritb^ifd bedtittiibt werden^ 
so multiplicire oder dividirö mati'die^ftilbe mit binersolblieh Pdtehz 
von 10, dass man eine Zahl 's^nrischen'lOO und 1000 erhält und ver- 
fahre dann wie bei den'Btiggischen 'Lgjgarffhken.' • . > ' ;• •• -'' 

(Die natürlichen Logari,til\m^p der Potenzen von 10 stehen auf 
Seite 30.) ,: ' ' ^ ' ' 

Z. B. : Es sei « =.27,'3», dann ist 10« = 273,8 
logn 10« = iQgn 273,8.'- ,'. ' . 

logn 102 = 5,6124, 
_Jogn,l^= 2,3/)26 un^rduyqh ßubtraction ., , 
T • - logn ii= 3^3098^ : -, 

Es sei ä= 2ÖÖ5, dann ist -^ = 280,5 und, ' / \ 

logn^ = lbgn269,5' - ^ ' 

' Ä='5,6664 ' . : 

■■■■ '17'"" 

• { ■' 'rrrn — **r; — ^ — " — TT'.," •••■ j-r. , ,'" . ' f i_ 
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.. , , ^ . , , . , logn» ^ 7,9707 ... ,. . .^ . ,.. ,, , ,., ; , . 

: Wenn za \Binem natürüfehän LogaritfanuaB die ^abl< gefunden .worr 
den soll., so addiie oder äubtilthixe ^mati deü n»t&rli«hieii Loganthmud 
einer solchen Potenz vo» 10, dass die. zudiaaerSttmilie.Ader Di£Gd-» 
renz gehörige Zahl zwischen 100 und lOiOO liegt. 

Z. B. logn2 = 1,0629 

- ■ ... . kignlOg »^ 4,6052^. . - * - r 

lognl02«= 5,6681 ♦ " --.ii .. 
iOa'2i= 289,5 mithin i; 
•'»•t= 2,895. •. ! -- r 



XI 

üfit Hülfe dieser TabJölTe kahh= Aaft'aua loga litid' log &' ohne 
a Tuid b zu bestimmeft deh log(«r'+ bjfitk^. 

Wenn die Zahlen unter A g\iißi log i^ 'sind, so sind d!e -ent- 
sprechenden Zahlen unter B, log |1 -{ 1 

Es ist a + 6 = a (i + i.) ,».. (l +-1^) 
Setzt man -j^ sfe= ö?,' tt>6', dann ist 

A = logx = loga — log^ö rund -B *?3 log (l H \ , also 

log(a + 6) "= loga -f- B - 

Bei der Bestimmung von B aus A v^iiahse mtn' wie beim Aufschlagen 
der Briggischen Logarithmen, beachte aber, dass die Tafeldifferenzen 
negativ sind. Bei der Interpolation ' benutze man die Tabelle der 
Proportionaltheüe . 

• •' '-t^fL-y loga« 2,3456 
^hz^ 1,4135^ 

il = loga — logft s= 0,9321 Hieraus 
. ,..,, B^O.,0480 
logg g= 2,3456 

' '' rog(a-f-&)==r 2,^36 und '' ^'i- 

Subtraction. i ••'. - ■ 

Aus loga und log^^d wiv4 <^Be Bestimmung: !^n<a nnd & 

log(a — 6) gefunden 

Wenn die Zahlen unter A, }Qgx und: die Zahlen unter B, logt/ sind, 

11' -....- 

dann ist 1 s=s 1. 

* y - ; V •..-.-:.•. «^. .. .; 

a ' ' ' a 

Ist -- = X, dann ist r = y, also 

ö - a — 6 

B tti logy = loga — log'(a — 6)^ mithin 

.' I • !.,!• 'log.(i» —T.Ä) =TT:log.a — B . , / . , 

Wäre 7 s= a; und « s= — -, so hatte man ''' ' * ' 

a — & l) 

" " - U'=i lo^aj 'Ä Ibgö — log(a - J) und • ' ' " ' 

log(a — 6) = loga — A 
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' IMe erfttö Fblbfe^ftfr iog(rt ^ &) wendet mafft« an , w«nii log ~ > 0, 3 
die a!Wdte,"^»^n"'ldgv'<Ö.3'ik' *■ ' " ' ' ■^•■•' ■'' ■'•"'" 
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Um aus A das 1 entsprechende tB zu bestimmen, verfahrt man wie 
beim Aufschlagen des Logarithmus zu einer gegebenen Zahl, während 
die .Bestimmung , von ^, auS; 4em,i^i)|tspre<;henddn B de^ .^nf^uchen 
der Zahl aus einem g^^benen Jüogarithmujs ana,log, is^,. ,>, .\ 

..^. B. l..,. . log a ;=^ 2^4567 • . -^r.iii .:..'-,.\ • :.;.-^.' 

log &.= 0,9436 

r; ^r^- .;.'.• . '•.,.....•' 

logy= 1,5131 = A 

, ' -\- )B-.« O,i0135 • : .' ■-■■-- ' ;■ -= • 
log a = 2,4567 

B ^ Cl»0135-dureh Subtraotion * . 



log(a — 6) = 2,4431 
t. \ log=B x=2',4567-^i •■- ■-•--• 

Jo6 6 = 2,2234 

i'~ '■■ ' •>■■•" log -^=te* 0,2333 «s B ' •. . ,i»'.i '-. -r 

.:,..,? ^ ' • • .-• ' . ■•.;:•.''. i ,1 : . 

.. „•' .. r.r. .. 4.=P0,3813 .,:-i .... ; •! ■■. .. . . 

loga= 2,4567 . ; ,■ i' 

4 =g 0.,a8!3 d uych Subtraction 

log(a-.6i)=*M754 

4. Die Logarfthmlen der sinus, cosinus etc. 

Bezeichnet a die G:i^a^. und. Zehner' jdj^r Minuten eines Winkels 
und ß die Einer der Minuten desselbsio, .dann ist, wenn d der Unter- 
schied der Zahlen der Tabelle ist, welche den Winkeln a und a -\- W 
entsprechen : - 

! •■■ log sin (« 4- /9)'«i log fein W -}-/?-•— . <i - 

: ' I • * . < X '1 

log COd(cf^-f jJ) ±= log cosk'-1'/^ ; '__ -^ • ■• 

log tg (ff 4- /?) = log tg a 4- /? ~ 

• '''''■' d ' "~ 

10gCOtg(«-f /?) == lOgCOtgCfc — ^ • T^ .< 

Das Vorzeichen von d iöt'iirden vorÄehenden Formeln schon 
berücksichtigt. . , .. ' 

d ' ' J 

Die Producte ß • jr ergeb.^n sich mit W\fß de^ Tabelle der Pro- 

portionaltheile. ^ - ' '\> ■ 

Soll aus dem Logarlttoue einer Funf!t|oft ]<|4{rrWHikplji;: gefunden 
werden, so ist, wenn « der häcHstkleinere Winkel in Graden und 
Zehnern der Minuten ist und durch /9. dje Einer dj^, Minuten J)e- 
zeichnet werden : x =: a -{- ß und für die verschieaenen Functionen 



xm 

• . (log flin X -^ log^in «),10- - 

P = T-- J^T-—' - , • 

^ (log cos « ^ log GQS «) 10 

P *= — ^-7— -^ '-^ ^ * 

(log tg X — log fg «) 10 ^ 

a 

(l og eotg tt' -^ log cotgg) !0 - \ 

Znr Ermittelung von /3 benutze man wiede^^ua .di^ Tfl^le der 
Pioportlonalthelle . 

Zur Bestimmung von log sjn ,a,y log; t^Mj log cotg « = «^ log tg ft 
kleiner Winkel benutze man die untefr denl'abeuen stehenden Formeln. 

5. Sinus, Cosinus, tartgens.^e^. . . ,. 

Lasst man in den Formeln in No. 4 das Zeichen log fort, so 
hat man die Interpolationsformeln für sinus, cosiiiua, tangens etc. 

6. Tabelle zur Ermittelung de;:. hyperbalischeh 

Functionen. ' T'J .' .. "^ '_'_ ^^ 

Gehören zu den Winkeln (fj und q\, rb .10' .die Ze^l^ X| und a;, 
dann soll die Differenz x, — x^ durch d bez^hnet w^^d^n. Ist (f 
ein Winkel zwischen </)| und (f^ -f- 10' und x die entspcecl^ende Zahl 
der Tabelle, so hat man angenähert 

« = «1 H-Cv — Vi) jy«n<i ' •'■ 

, /• X lOj). • «;.' '••'in 

Wenn <p über 75<> ist, so benutze man %bi" Bestftataiung von 
X aus (p und .nmgekehrt veni^ aus x die unter- der! Tabelle stehen- 
den Formeln. l ■-■- 

Für Winkel von Null bis 24« ist " ' '•' - 

iog X s .log <f r 4« 4^ «t£; logico» (|)' ^ djo36d'< I ,. 

Um ^ ^aufe X ''ii bifetltilÄeti,''s6*zfe nöiÄi ^'"' "■' ■'' ' ' -'-^ 

log a' t=* Idg ic 4- '3,5d63, danil^ UtlaiigiBnabei« >' : > 
logip' SS log a' — \ dE log cos a', nodi .genauer (pf'^ aus 
log ^', = log o' — ^d ßjog 45oa. <j)! 

• V2?ih'lehbei8pielfe' ' " • 

1. Aus <p s 49<^ 36,3' soll ia; gefunden werden., , 

Es ist <p^ B 490 30' und d ss,jO,0045, daher 
X = 0,9972 -h 6,3 • 0,00045. 
= 0,9972-1-0,0028 ' 
= 1,0000 . . : 

ein 1 « tg 490 36,3' = 1,1752, (SM 1 =*-sec 49» 36,3' = 1,5431. 
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2. Aus X ='0,9200 -soll' (/> gefunden werden. 

ii = 0,9189 und d = 0,0042 

y_ 460 30' + ?Ä:i5 

= 460 32,6' . 
@m 0,92 = tg 460 32,6' ^ 1,0554, (5of #i92 « 1,4539 

3. y = 890 11,3': , ,gfis^pbt;c;,;, 
1// = 00 48,7' 

fc = 8,8357 
lögn't/^=^'3,8®57'' =■'• ■■ '•*• "" ■■• .■•^•' ■"■■^ -^ 



x = 4,9^00 ' '"^ ' ' ^ 

■ ■,; :,^m 4,9M 70,58, (£pf ^.95-= :o,5ö;;j;^ .■':. 

4. X = 3,45 gesucht if>\ 

</) liegt zwiscli,en 86o 20' und S6o 30', also. 

220 > 1// > 2i'o; mifliin - '^ • ' ' 

' .5 ■ *«= 8,8354 ■..■ i ' • ■ •■••■l . ■■= ■: .! 1 > .' 

■ • a; SS 3, .4500' -. . - - • • ■ .. . ^ •.•».lil •"' 

logn 1// = 5,3854 ,, ., . 

"■!// = 218,'^ =^' 3« 38;!2f' und ■':'''"• ■ '' ' - ^ '' 
y. = 860 21,8' ' ' ' ' ^ 

5. a? sbi 12 '''giEiiticht y»«^ ' 

.> :.'• iifc'oiw •8,83*57 ■' ■ "■'■"■' 






äfisä[ '1'2 ' . '» ■ ii' . »> •! J--:;'/.\ . i'h; V/ iii'.- 

logn 1// = -— 3,1643 
lognlO* 1// = 9,2103 .. \ 

lognlO*i//= 6,0460«' 

10* yp = 422,4 \ '• 

. . ' log @«ljtl 12 «= log tg y a^ log COtg ?/f *j ^-r-i log tg i^. ' > - . • 

= 4,9106 und .•• . ,r.'. i ' 

@m 12 = 81400 ._. .;. :. . ,,., .,;..; .v ,,;: 

Der genauA'iWerth von.@tn 12 ist gleich ^61377,4; ton denselben 
zu bestimmen muss man ,^.9lbe^ea..mi|; 6 ,Decipifid$tellQa.beiit^^9^^^ 
6. Ohne Hülfe dei.TabeUiB .fUr.£ zai^ fs 20.o 11,6' den iWerth 
L"' "vöii x'-za finden. . .* - ..>".. n . - '• . •• 

200 n,6'« 1^11,6' ' : ^ V 

log X = log 124 1,,6 ;4- \ .^^ log cas y — 3,5363 

log 1211,6 = 3,0834,, : . . ., .. 

idJS:iogcösy= 92 ' - i "• 






loga; = 0,5563 — 1 
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7. Ohne Hülfe der Tabelle aug)» sb O^dS </i zk bestimmen. 
■ log» aa 0,5798 *- 1 
..V • 3f5363 



log « p:« 3,n($l a « 1306' s 210 45^ 
I d£ log cos « g = 107 

.. iQg^'.P» 3yl054 <pm.l275'»t21<»iy 

Jpg a ,r= 3,.U61 . • . , ... . 

log ffi « 3,1059 <^.^^ 127ß' ^310 16^ . . . 

45 + -^l der zur Breite (f gehörige Mendionajl- 

4iieil elliei Kugel "vö^ra ~R«dlii» 1 itst; m k&nn diese (PabeUe anch 
cur Öbnetmction de^ Si^eltartefll^' so wie zur LösuDg der Auf^ben 
dienen, welche beim Segeln in der Loxodromie TorkonmieB. 

9. Zn sohärfern Hechnün^B kann man -die, in meiner Samm- 
lung fünfstelliger, logarithmischer, trigonometrischer nautischer und 
astronomischer. Tafeln (Üniversitäts-Bnc^handlung, Kiel ^1873) ge- 
gebene fünfstellige Tabelle von logn tgU5 + •yl ^natz^n. 

7.. Die l40:gArit^tne<n di^^ ^f pe^bolii^cM^. Fnp^ctlane^.. 

1. Bezeichnet man: ' • - • • ' - — -f- .- . : 

1 10800' '■ ^;-: ^^'; :* •v',-''^ iv : ,^ , ' 

—-n « -T— - =;«; 3437,75' idurcjj., fe. 9p Js^.au^ fünf 
i^rc l ^ n ' ' " 

Dezimaien genau': " ' ' ' ~ . . 

log @in t/;^ 2 log 1// — log sih*ftfp,''V(m"if ss^'O^is i;> = 0,17. 

2. log'iöf %b =i"— ' log cos Jti/; ='iö^ seÜ üip.'^bti t// =ä bis 
1/^ = 0,08 '■'■■'■ :r ■ •.•.'■•• .1 

log a:g*4'.=* 2'log;^ ~ log tg Ät^; ' , , 

3. Wenn ä < 0,01, so ist von 1/; = 0,16 ah:' ' 

43429 h 
log@i»(i// -^-ft) t« log ®im/^ H" j. " ■ 'y; ^ ^ Ij. und, wenn 

lojg* ®llt (1// + Ä) — log €5ilJ t/; '=^ A igestet«^ "^ttd r ' 

4. Wenn wjpderu^ /^ ,<5J^0,Ol>^ so ist vo^ 1// =5: 0,08.. an; 

log (£of (i/J 4- ^) =T log (5of 1/; tJ- 0,43429 ä Xg 1/;, und 

.^. . 2,30259^ A 

Ä s= -i-= , wenn 

' - Xg V- 

lo^ (£^ (1;; + fe)-— Jog.(£of 1// — A.^ ^ 

Wenn in 3 und 4, 1/; •+• ä = 0,6593' fst, so ieft ä- ä '0,0093 
zu setzen. - . 
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5. Von tff 9B lanj ist angenähert , wenn . A •< 1 and ' 

log @in (ifj 4- 0,01)-H iQg ^n V = I> gesetzt wird : 
log @in (i// -h Ä) »-log i^in i// + äD und 

. log @in (ip -h Ä) — log @in i// 

Wenn xp ^- fc ss 1,45^/. so ist h sa 0,67» zn' setzen. 

6. Die Fonneln für log (Sof (1// -f Ä) und -log S^g (i// + ä) er- 
geben sich aus der vorstehenden 'Formel , Wenn ihan in derselben 
@tn mit (i[öf*re8p. Xj TertaiCBcht. \> i 

Die ^^sultate werden für log @tn und lo^ (Sof um so genauer, 
je grösser' 1^' wiM. V '• ' ._..{ + 

7. Vütip =» 61st aul fünf $teUeQ<^ii^. s=»,.S0f V.imd Xgr^ *^. i- 
Ist ^ grösser als &» ' so benutze ma» »uv 3estiaunuiig yon- &n:iki/ 
die Formel!' • > •. . .;.'•,'- •:•> •.■',.• 






Für ^ = 6 efgiebt sich hieraus @in lii = 81377', wahrend der 



>■ >t 



genaue Wefth 81ÖT7,I' ist.' 

Man kann auch , da : 

^ht (6 + A^l ^ <9t»l& (Sof'ft -p'({lf 6 €Kn /it^und w^n -^Ui 6 «« (Söf 6 
ein re 4- '^J == @in 6 ((5of ä -|- (Sin ä) oder ,, . . .^,,.,. , .. , 
@in (6 4- ÄJ == «^ ®ill 6 setzen. Hieraus:,, )/>? • 

log'^n QS -^ Ä^i^ Ä tog e 4. log @iu 6 ^ - . ... 

= 0,4342945 Ä -f-^ log @in 6 unjd 

Ä « 2,30258^1 ,0Pgei«.(6 + Ä) — log @in 6J. . . 

Eine yaJ)^Ue fij» Ipg (^in V ^o^ 1// s=f bis y^ f=»i 2,399 von 
Tausendtel zii Tausendtel enthält meine Abhandlung : B^timinung 
der Form und Stärke« gewplbter Bogen mit J^ülfe der hyperbolischen 
Functionen. CErnst uxid Korn. Berlfn l854iT 

8: Dier nyperboHscken Sinus und Gasin^s. 

1. Für WerthjB ?j[i!.<; Oj^Ol j8Vauf,5» Dezimalen .©in 1//,« xJj und 
(Sof 1// SB 1, daher auch,' wenn../t ^hr klein: 

@in (V; 4- h) = ©hi> + * (5of 1// und 
€of (1// 4-' Ä) == (Eot !> 4" Ä @tn 1//. 

2. DiekeTä'beire kann a:üch zur Bestimmuitig von 

'■ ' «i'und «""^ dleneh, da: ' ''- 

e"-^ V> = (£0f ,,jfi — (gin* xfj ist. 

Ferner: «*''+* =a.eV/ «* und, wenn. A a^^ l^ein und 1// nicht 
sehr gross, is^ angenäl^ert: ^ 1 > : 1 . 
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9. T&belle der .rechtwinkligen Preieekei 

Diese Tabelle enthält die Katheten aller rechtwinkligen Dreiecke, 
deren Winkel , in Graden , ganze Zahlen sind und zwar Cilr die 
Hypotenusen von 1 bis 10. Für grössere Hypotenusen lassen sich 
die Katheten in folgender Weise bestimmen : ^ ' ' 

Ist e = 348 , CS s= 35 <^ so hat man : 

Für c = 300 a = 172,07 

„= 40 „= 22,94 

„ = 8 „ = 4,59 

c = 34«c'giebt ^ * "if = 199,6 

10, Tabelle von Seife ^4 bis 54. ' , ' 

In der zweiten Oolonne stehen die Umfange aller Kreise vom 
Durchmesser 1 bis lÖOO, also alle Vielfachen von n von 1 1y{'s lÖOO. 

Diese Tabelle kann atich zur Bestiininung von an und — be> 

TT 

nutzt werden, wenn a eine belie-VIlge Zahl isti > < «I 

SoH 45678 TT bestimmt werden, so hdt man: . '\ 

45600 ;r = 143^57 ' M '» 

78 TT = 245 



^5678 71 =, lj43502. .. | 



\ 



248» 

Soll -»-^ berechnet werÄen," so- feuche' min daß ^er 'Zahl 248 

nächste Vielfache von tt, man findet dadurch als nächsten Quo- 
tienten 78. Der. Rest 248 — . 245 ,.0442. «:= 2,9558. gie^.t wenii; c^as 
Komma um drei Stellen nach rechts geruckt wird, als " nächstes 

248 

Vielfaches von ti die Zahl 941 , also ist ?= 78-,ö41. • ■ .\ > 

Tl.. 

.Die dritte Oolonne giebt.die Inhalte -aller preise vom Durch- 
messer 1 bis 1000'. Ist der Durchmesser grösser als 1000, so recline 
toan nach (H&r Formel t^ tt mit Hüife- der' zweiten Ooloone^ <\ 

Die. beiden letzten Cblonhen geben die Quadrat und Gublk- 
wurzeJn aller Zahlen von 1 bis 1000. Hat man aus ^Bssern 
Zahlen die zweite oder dritte Wurzel zu suchen, so findet man 
die drei ersten Stellen a dieser Wurzeln aus den Colonnen d* 
resp. d', die folgenden drei oder vier Stellen ergeben sich durch 
eine abgekürzte Division nach den Formeln: 

6: 3 



l/a* + 6 = a + s ; ""«^ V«* -f- & = a -J -— ^ 

y ^^ "^20 + 3; ^ ' d^ -\- ax 



xym 

a* resp. a^ sind die Quadrate resp. Guben, welche nächst kleiner 
als die Radikanden sind» x bezeichnen die angenäherten Werthe 

b &:3 

von zr-- resp. — ^- , 
2a «• 

11. Zur Interpolation bei den andern Tabellen benutze man die 
im Abschnitte Interpolation gegebenen Formeln. 



Hachtrage. 

A. Um aus -der Gleichung: 

a sin X -|- & cos X s= c, den Winkel x zu bestimmen, 

h 
setzß man : t^ (f' =s — , alsdann , ist 

c 
Bin(x -\- ifi) xs — cofi^. 



B. Den Formeln auf Seite 166 kann man noch zufügen.. 

, P dx 1 , 2«-|-/?i— 2l/«(a+/8af4-^i*) 

1. / — = ^ -7= logn '-^ — • — ^ — i^ — !-i- — ' ' 

Ji]/a-|-/Jx-f-5x« y« * 

^ P dx \ . ßx — 2tt 

2. 1 — , = -7= arcsin — , ^ 
Jx]/— «H-/9X-I- 6x» ya x|/4a6 + /8* 

C. Ana den Fonneln 6 und 7 auf Seite 174 und ilb ezgiebt 

sich noch: 
2nk 



- C»'"- • A« - **"" 'A«)) (- vr 04" - 4) ^^ »»«. « > 1 . 

D. Die allgemeine Differenzialgleichung in £ auf Seite 178 läast 
sich für No. 4 auch in folgender Form schreiben. 
««i*D<(«a-«i>*De(«s -«»>*.... De^«i»-«n-i)* D«-«n*y « j^. 
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zur reinen Mathematik. 
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Briggische Logaritbini 



O' 


18 


10 


'9 


J" 


ii 


^°. 


13 


o' 


14 


^ 


'^ 


30 




40 


lg 


so 


19 




30 




J' 




J» 


JO 


33 


40 


34 


i" 


15 


tf 
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37 




ja 


JO 


39 


40 


40 


50 


4" 




42 




43 




44 


30 
40 


S 


so 


47 




4« 


Itf 


49 



5051 

S'8i 
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5933, 
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4533 A 
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6S30 6839 
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1671 
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1718 
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3139 
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ms 
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35" 
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4857 
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4997 
S131 
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sA 


5176 
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539' 
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n 
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5855 
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S977 
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6i8a 


6.9' 
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6395 


640s 
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667S 




t^l 


6767 
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5999] 6010 
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6513 6511 
6609! 661S 
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-"■■,; 6893 

t 6981 



Bilgirtscfae Logaltttcmen. 



9S95 96oo|96as 9609 
-■=■- 964719653 965T 
»694! 9699 970J 
»74' 19745 97SO 
9786 19'9'', 979! 
9851(9836 «84) 
967719881! 9*86 
9921)99*6 9930 
9»6i 1-99*9 997« 



9614 9619 1.9644 9628 
9661 966619671-9675 
970S 97»3 9717 97»2 
97S4 9759 9765 9'68 
980a 9S0J 1-9^09 9814 
984s 985019854 9859 
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9934 99J9 '4943 994» 
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NMürlictie Logarlthmi 



NatOilicbe Logarithmen. 
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g 
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P 
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im 
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;s 


;;ii 


1.1 


176* 


173» 


1699 


1666 1 163s 


.604 


>S?J 


;^* 


>j>j 


I4«4 




'455 




1399 


»37» ! I34i 


i3'9 


■»93 




i»I» 


y. 


119I 


116g 


iltf 


ii»3 




1078 


1057 


1035 


t<M4 




o9fJ 


09SJ 


o«4 


C91J 


0896 


08?7 




0841^ 


o»i4 




q.T 


0790 


0774 


07S7 


074a 


o7»6 






0681 


0667 


i 


0,8 


0639 


pfoS 


□61a 


^ 


OJ86 


OI74 




osjo 


OSJB 


0.9. 


05 '5 


0104 


0491 


«471 


04ßl 


0451 


044t 


04p, 


1,0 


04H 


Q*OS 


OJ96 


0J»7 


=379 


OJ7I 


036j 


:g 


OJ47 


033» 




S 


^ 


QU» 


OJH 


PJ04 


0197 


0291 


OI7« 


017» 






Ol« 


0148 


otm 


OIJ« 


r^ 




Ol«« 


o»i7 


1.3- 


OM» 


taut 


OWJ 


0199 


0194 


0190 


OiBl 


0177 


0173 






0166 


Ölfilm 


OIJB 


MS5 


0151 


0148 


014s 


oup 


013» 


''5 


013s 


otja 


0119 


0136 


sa 




OII* 


0115 


OIIJ 


0|I0 


r,6 


0108 


o»s 


OIOJ 




^ 


ooM 


0091 


0090 


0088 


;;i 


0086 
op6S 


^ 


CC82 


0080 
0064 


»78 
006, 


S^J 


SS 


1 


007t 

oqS7 


o,s6 


t9 


=*S4 


~y 


00s.* 


CPSI 




0048 


0047 


corfS 


«HJ. 


o<H4. 




=PM 


oa^ 




0040 


QDJ9 


00S9 


OQ^ 


oeä7 


00S6 


03JS, 




"=3* 


ooM 


Sl 


opj» 


OOJI 


ooji- 


ooje 


oo«9 


0M9 


CO^ 




oo»;. 


a«S 


oo»s 


00*5 


OOM. 




2» 


Si 




M 




OQkk 


MM. 


SS 


OpM 


ow^. 


ojig 


001» 




o«7' 




o(ä6 


aai6 




0015 


oo»s 




as 


%<■ 




o»} 


0013 


«nj 


cqij 


ocaa 






OOf.i 


*.&■ 






«HO 


otfW 






SS 


o<iP9 


cos» 


oi)9r 




0009 






oooS 


^ 


0008 








K« ■ 


0C07 


0007 




OC06 


oöoS 


0006 


oooe 


0006 


Sö6 


"^ 


"■■9:: 


OCOJ 


"»5 


ooos 


ooos 


ooos 


ocos 


ooos 


ooos 


odos' 


"ffi. 


"i 


OOM 


oqoj 


oqoi 


oqp% 


ow» 


0<»i 


opoi 


ooqi. 


00« 


000/ 



X636 

"554 
476 



Ulo 



13TB ijji 
2307 ■ 1300 

iije 1 1131 









Gaussische Logarithm 


en. 






7 






SubtractioB 


A 


B 







t 2 


" 3 


"4 


. 5 


6 


7 


8 


9 


o^ 


0,2205 


2198 


2192 


JH85 


2^79 


2172 


2166 


2159 


-T-ir^ — T 

2153 2J46 


O^I 


214p 


^134 


2127 


212 1 


2115 


2108 


2102 


2096 


2090 


2084 


o^ 


2077 


2071 


206^ 


2059 


V>5J 


X988 


2041 


»035 


2029 


2023 


0^3 


2017 


201 1 


^i 


2000 


im 
1936 

1881 


1984 


1976 


1971 


1965 


0/44 


; 1959 


1953 


1942 


1931 


1925 


1920 


1914 1909 


0^5 


1903 


1898 


1892 


1887 


X876 


1871 


1865 


1860 


1854 


0^6 


1849 


1844 


1839 


1833 


i£28 


1823 


1818 


I812 


1^7 


x8o2 


OA7 


1797 


1792 1787 


1782 


1777 


1772 


.1767 


1762 


1757 


1.752 


0^8 


1747 


1742 


1737 


1732 


1727 


1722 


'1717 


17 12 1708 


1703 


0^9 


1698 


1693 


1688 


1684 


1679 


1674 


1670 


1665 


1660 


1656 


0,50 


1651 


1646 


1642 


1637 


1633 


1628 
1583 


1623 


1619 


1614 


16x0 


Or5l 


1605 


1601 


1596 


i>592 

% 

1500 


1588 


1579 
1536 


1574 


1570 


1566 


0,5a 


1561 


1557 


1553 


154* 


1540 


1531 


^l 


^5J3 


0,53 


1519, 


«515 


1511 


1502 


1498 


1494 


1490 


1486 


14^2 


0,54 


. 1478 


1474 


1470 


1466 


1462 


1458 


1454 


1450 


r4446 


1442 


0,55 


I4i8 


1434 


1430 


"^5 


14*2 


I4j8 


1414 


141 X 


.1407 


1403 


0,56 


1399 


1395 


1^92 


1388 


13)^4, 


1380 


1377 


U36 


1369 


1365 


Or57 


136? 


^58 


1354 


1351 


1347 


134J 

1308 


1340 


-^i33 


i3?9 


0,58 


1325 


1322 


I3I8 


1315 


1311 


1304 


I30I 


1297 


X294 


o,S9 


129CJ 


H287 


12S3 ! 1^80 


iW 


1273 


1270 


1266 


-1263 


X260 


o,6q 


1256 


"53 


1250 , 1246 


iHi 


1240 


-1236 


1233 


;«30 


1226 


Or5 


1651 


1605 


1561 


1519 


147»' 


1438 


•1399 


1362 


1325 


12^ 


0,6 


1256 


1223 


1191 


Ute 


1130 


11«!^ 


I073f 


^i 


1018 


^S! 


Of7 


0967 


0942 


0918 


0895 


0872 


08CO 
0661 


0829 


«808 


07«8 


0768 


0,8 


1 0749I 


0731 


0713 
0556 


0695 


0678 


0645 


0629 


0614 


0599 


Or9 


i 0584 


0570 


»543 


of^' 


05 t? 


0504 


0492 


0480 


04«9 


1,0 


0458 


0447 


W6 


0425 


0415 


0405 


03961 


0386 


'9377 


0368 


1,1 


0359 


0353 


0343 


0335 


0327 


0319 


031 1 


0304 


0297 


0290 


I,* 


; 0283 


Ctt76 


«70 


0264 


0257" 


0251 


0245. 


0240 


0234 


02i9 


hS 


022i 
1 0176 


■cai8 


Oft! 3 


0208 


0203 


0198 


0194 


0189 


ort5 


0181 


M 


0172 


■GtW 


os$4 


016t 


0157 


0153 


0150 


0146 


o»43 


1,5 


< 0140 


0136 


0133 


öl 30 


OI27 


0124 


0121^ 


0118 


0116 


otl3 


1,6 


OIXO 


0108 


0105 


oif3 


OIOI' 


0098 


0096 


0094 


Qd92 


0090 


If7 


1 0088 


OD86 


0084 


0^* 


0080 


0078 


0076 


0074 


0073 0071 


1,8 


0069 


od68 


0066 


0065 


00^3- 

09S0 


0062 


0060 


ÖOS9 


\ oö$8 0056 


lr9 


0055 


0054 r<5053 


0051 


0049 


004& 


0047 


0046 


0045 


2,0 


0O(H 


^0943 


rcx>42 


0041 


0032 


0039 


0038 


0037 


0036 


0915 


2,1 


0035 


0034 


0033 


0Ö32 


0031 


0030 


0029 


0029 


0028 


»,* 


0027^ 


0027 


CX)26 


0026 


0025 


00^ 


0024 


0023 


0023 


0O22 


2f3 


0022 


db2i 


OOAI 


0020 


ooao 


0019 


0019 


0019 


00x8 

*- 


0018 


2,4 


0017 


0017 


0017 


0016 


0016 


00x5 


0015 


0015 


0014 


0014 


2,5 


0014 


0013 


0013 


0013 


0013 


oox» 


OOIX 


Ö012 


OPIX 


001 1 


2,6 1 


001 1 


001 1 


COIO 


0010 


OOJS>-\ 


001a 


ooiol 


xioo9 


OIB09 


0Q09 


2,7 


0009 


0008 


OQ08 


0008 


9008 


oooa 


Q00& 




0007 


0007 


2,8 


0007 


0007 


0007 


000^ 


ooOS 


0906. 


.0006 


«x>6 


0006 


0006 


2,9 i 


0095 


0005 


0005 


0005 


«95 


9005 


0005 


0005 


0005 


00G4 


3, 1 


0004 


0003 


0003 


9002. 


OOOJt 


OOQ^ 


OCioi 


0001 


ooox 


0001 



l 



s 



Gntd 


Logarith. Sinns. 




0' 


10' 


20' 


30' 


40' 


50' 


60' 


• 


o 


— OD 


7,4637 


7,7648 


7,9408 


8,0658 


8,1627 


8,2419 


89 


I 


8,2419 


8,3088 


8,3668 


8^179 


4637 


5050 


5428 


88 


2 


5428 


5776 


6097 


6397 


6677 


6940 


7188 


87 


3 


7188 


8613 


7645 


7857 


8059 


8251 


8436 


86 


4 


8436 


8783 


8946 


9104 


8,9256 


8,9403 


85 


5 


8,9403 


8,9545 


8,9682 


8,9816 


8,9945 


9,0070 


9,0192 


84 


6 


9,0192 


9,03" 


9,0426 


9r0539 


9,0648 


0755 


0859 


l^ 


7 


0859 


0961 


1060 


"57 


1252 


1345 


1436 


82 


8 


1436 


1525 


1612' 


1697 


1781 


1863 


1943 


81 


9 


1943 


2022 


2100 


2176 


2251 


2324 


2397 


80 


lO 


2397 


2468 


2538 


2606 


2674 


2740 


2806 


79 


II 


2806 


2870 


2934 
3296 


2997 


3058 


3119 


3179 


78 


12 


3179 


3238 


3682 


3410 


3466 


3521 


77 


13 


3521 


3575 


3629 


3734 


3786 


3837 


76 


U 


3837 


3887 


3937 


3986 


4035 


4083 


4130 


75 


i| 


4130 


4177 


4223 


• 4269 


43^4 
4576 
4821 


^P2 
4618 

4861 


4403 

4659 
4900 


74 


i6 

17 


4403 
4659 


4447 
4700 


4491 

4741 


■ 4533 
4781 


73 . 
72 


i8 


4900 


4939 
5163 


4977 


. 5015 


5052 


5090 


5126 


71 


19 


5^26 


5199 


5235; 


5270 


5306 


5341 


70 


ao 


5341 


5375 


5409 
5«>9 


;544S.' 
. 5641 


S477 


55IO 


5543 


. 69 


21 


5543 
5736 


5576 


5673 


5704 


5736 


68 


22 


5767 


■5798 


582« 


5859 


5889 


5919 


• 67 


»3 


4919 


5948 


5978 


.6007 


6036 


6065 


6093 


66 


»4 


6093 


. 6121 


6149 


. 6177 


620s 


6232 


6259 


-' 65 


»5 


6259 


6286 


6313 


6340 


6366 


6392 


. .6418 


64 


.26 


6418 


6444 


6470 


^ 


65»! 


6546 


6570 


63 . 


27 


6570 


659s 


6620 


6668 


6692 


6716 


62 


28 


6716 


6740. 


6763 


6787 


6810 


6833 
6968 


6856 


61 


29 


-6856 


' 6878 


6901 


6923 


6946 


6990 


60 - 


^30 


.6990 


7012 


7033. 


705s 


7076 


7097 


• 7118 


59 


31 


7118 


7139 ; 7160. 


. 7i8l 


720I 


,7^2 


1^242 
.7301 


. 58 


32 


7242 
7361 


7262 


-7282. 


7302 


7322 


■7342 


57 


33 


7380 


7400 


7419 


7438 


74S7 


7476 


56 


34 


7476 


7494 


7513 
7622 


7531 


7550 
7657 


7568 


- 7586 


55 


35 


7586 
76921 


7604 


7640 


7675 


. 7692 


54 


36 


7710 


7727 


7744 


7761 


7778 


♦ 7795 


53 • 


■^ 


7795 


• 781 1 


7828 


7844 


7861 


7877 


7893 


52 


38 


7893 
7989 


7910. 


7926 


Z94I 
8035 


7957 


8066 


7989 


. 51 


39 


8004 


8020 


8050 


. 8081 


50 


40 


8081 


8096 


8111 


8t»5 


8140 


8155 


I8169 


49 - 


41 


8169 


.8184 


8198 


8213 


8227 


8241 


' «255 


48 


42 


5*^1 


8269 


8283 


8297 


83 II 


-8324 


«338 


47 


43 


8338 


8351 


8365 


8378 


8391 


•8405 


8418. 


- 46 


44 


8418 


«431 


8444 


8457 


8469 


8482 


8495 


45 




60' 


60' 40' 1 30' 
Logarith. Cosinuf 


20' 


10' 


0' 


Grad 


' loi 


g sin a' 


= log l 


*'-(3 


5363 -f 


'^dE 


log cos i 








"'°'* 


"' 


10' 


20' 


30' 


40' 


50' 


60' 




o^ 


0/5000 


0,0000 


ofiooa 


0,0000 


0.0000 


0,0000 


9.9999 


89 




9.9999 


9.9999 


9.9999 


9^9999 


9^9998 


9,9998 


9997 


88 




9997 


9997 


9996 


9996 


9995 


9995 


9994 


87 


3 


9994 


9991 


9991 


^? 


999' 


9990 


9989 


86 




9989 


9989 


9988 


9986 


998s 


998) 


85 


i 


S 


998» 


9981 


9980 


9979 


9977 


997a 


84 


9975 


9971 


99'» 


997t 


9969 


9968 


8j 




9968 


9966 


9964 


996J 


9961 


9959 


9958 


82 


i 


995» 


9956 


99S4 


995» 


99SO 


9948 


9946 


81 


9 


9946 


9944 


994» 


9940 


99JB 


9956 


9934 


So 


lO 


9934 


99JI 


99*9 


99»7 


»4 


,99i» 


9919 


^? 




9919 


99>7 


99'4 


99«» 


09 


Ä 


9904 


78 




9904 




9899 


9896 


93 


9887 


77 


•J 


9887 


^is 


9881 


9878 


75 


987» 


9869 


76 


•4 


9869 


986J 


9859 


sS 


9853 


9849 


75 


\i 


9849 




9B4J 


9819 


16 


9832 


9828 


74 


9818 


98zs 


98ii 


9817 


14 


9810 


9806 


73 




9806 


9801 


9798 


9794 


J 


97B6 


9782 




Ig 


.97B» 


9778 


,9774 


9770 


9761 


9757 


7« 


"9 


97!7 


97S» 


9748 


9743 


9719 


9714 


9730 


70 




9710 


97iS 


97»' 


9716 


.9711 


9706 


^70» 


69 


11 


■9701 
967» 


IS 


Ä 


96S7 
9656 


S 


9677 
9646 


■967» 
.9640 


ä8 
67 


»J 


.9640 


■9635. 


9619 


96t, 


96' B 


96<3 


9607 


66 


»4 


9607 


9601 


liS 


9590 


9584 


9i79 


.9573 


5' 


li 


«71 


,9S&7 


9SSS 


9549 


5543 


9537 


64 


«17 


9530 


a 


9518 


95" 


9505 


9499 


öä 




9499 


949» 


9479 


9473 


9466 


■9459 


62 


i3 


94J9 


94S3 


9446 


9419 


94J» 


9425 


9418 


61 


ig 


9418 


941 1 


9404 


9J97 


9390 


9383 


9375 


6ö 


jo 


937S 


9368 


91«' 


9351 


9346 


9118 


91|i 


59 


Ji 


931» 


93*1 


931! 


9ioB 


9J0O 


9292 




S8 


S» 




.9176 


9i68 


9i6o 


9»5» 


.9»44 


-9I36 


S7 


31 




.9M« 


9119 


gm 


9203 


.9194 


9:86 


J6 


34 


91E6 


&i7- 


9169 


9160 


9<S< 


9142 


Ä 


55 


11 


■» 


912s 




9107 


9098 


9089 


54 


9^0 


9^1 


S' 


9041 


903J 


9o»3 


51 


37 


■Sl 


-90(4 




8985 


8975 


8961 


52 


3« 


1151 


8^4 


!SS 


89^5 


89,5 


890s 


S« 


J9 


«905 


8864 


8851 


■8843 


50 


4Ö 
41 


l^l 


f-S 


«8i< 


g8to 

B->4S 


«Bon 
S-33 


8789 
,872» 


■1"; 


8 




8711 


.8699 


8688 


86'B 


86g 


86;j 


.i% 


47 


43 


_Ä 


■8619 


g(>i8 


8606 


8594 


8582 


46 




8ii7 


«545 


8531 


8520 


■8507 


■49i 


45 




w 


5U' 


40' 

Log. 


iü' 


J^ 


10' 


FT' 


ar»d 




log* 


■-=log 


sm«' 


+. 3,53' 


""V i 


iEhs 


^sa 





10 



Grad 



Logarith. Tangens. 



0' 



10' 20' 



30' 



40' 



50' 



60' 



o 
I 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

jo 
II 

12 

H 
tS 
I6 

17 
T8 

?9 

zo 

22 
?3 

?4 

^1 
*6 

*7 
^8 
Z9 

\o 

li 



1 



2 

3 

4 
|5 

$ 

4P 

41 

42 

43 

44 



i: 



— 00 

^2419 

5431 
'I94 

J446 

8,9420 

9,0216 

0891 

1478 
1997 

» 

24.63 

28B7 
3275 
3634 

39§8 
42B1 
4575 
4-853 
5118 

5370 
561 1 




6279 
6486 

"66^7 
68^2 
7072 
7257 
7438 

.7614 
'7788 

7958 
8125 
8290 
8452 
8613 

8771 
8928 
9084 

9238 

9392 

9544 
9697 

9848 



7,4637 

8,3089 

5779 

7429 

8624 

^9563 

9/93^6 

0995 

1509 
2078 

2536 
2953 
3336 

3691 

4021 

4331 
4622 

4898 
S161 

54.^1 

5^50 

5879 
6100 

63x4 
6520 

.6720 

.6914 

7103 

.7287 
'7467 

7644 
7816 
7986 

«153 
8317 

8479 
8639 

8797 

8954 
9IIO 

9?^64 

9417 
9570 
9722 

9874 



7,7648 

8,3659 
6101 

7652 

^8795 
8,9701 

S|,P453 
1096 

1658 

2158 

2609 
3020 

3397 

'3748 

4074 

4669 

4943 
5203 

5451 

5689 

5917 
* 0136 

6348 

6553 

W2 
6946 

:7i34 
'7317 
:74t7 

7673 

7845 
8014 
8180 

8344 
8506 

8666 

8824 

8980 

9135 

92^9 
9443 
9595 
9747 
9899 



7,9409 

84181 

6401 

7865 

8960 

8,9816 

9,0567 

"94 

1745 
2246 

2680 

3085 
3458 
3804 

4127 

443« 
4716 

4987 
5245 
?49i 

. 5727 

15954 
6172 

6587 
6785 

6977 
7165 

7348 
75*6 

7701 

7873 
8042 

8208 

^371 

8533 
8692 

8850 

9006 

9161 




8,0658 

4630 
6682 

8067 
9U8 
8,9966 
9,0678 
1291 
l83;i 

»313 

?75o 
3149 

3517 

3859 
4178 

.4479 
4762 

5031 
5287 

55?ii 

5766 

5991 
6208 

6020 
6817 

7009 
7196 

' 737.8 

7ij!s6 

.7730 
7902 
8670 

8235 
8308 

«5X9 
8^18 

•8876 

9052 

9187 

9341 

9494 
9046 

9798 

9949 



8,1627 

5053 

6945 
8261 

8,9272 

9,0093 
0786 

1385 
1915 

2389 

2819 
3212 

3576 
39H 
4230 

4527 
4808 

,5075 
5329 
5571 

5^94 
^28 

6243 

6654 

6850 

7040 

■ 7226 

'7408 

;75«5 

7759 
, 79|o 

. 8263 
^25 

«745 
8902 

9058 
9212 

9366 

9519 
9671 

9823 
9975 



91392 

95^ 
9697 
9848 
io,öooo 



89 
88 

87 
86 

h 
12 



I 



79 

78 

II 

75 
74 

73 

72 

7» 
70 

I 

62 
ei 
60 

It 
55 
54 
53 
5* 
5? 

^2 

4« 

47 
|6 

45 



2^ ] 10' 



60' 



50' 



40^ 



30' 



0' 



Logarith. Cotan^eos. 
log tg a' ^ log a/ — (3,^36ä' ^ } d E lo£C08 a') 



Grad 



















H 


Grad 






Logarith. Cotangens. 






0' 


10' 


20' 


30' 


40' 


W 


60' 




o 


<* 


^5363 


2^3^* 


2,0591' 


1,9^1* 


h^n 


ifTf^^ 


89 


B 


1,7581 


1.691 1 


i»63Ji 


i>^8i9 


5362 


4947 


4569 


88 


% 


4569 


42^1 


3899 


1599 


33»8 


3055 


2806 


87 


3 


23o6 


2571 


2348 


»»35 


^lü 


^1739 


1554 


86 


4 


1554 


1376 


1205 


1040 


?,07»8 


1^580 


85 


1 


»^80 


Ä 


r,0299 


t>oi64 


1/OP94 


o>99ß»7 


0,9784 


84 


6 


0^9784 


c^9547 


«^9433 


0,9J22 


92*4 


91D9 


83 


7 


2109 
85W 


9005 


8904 


8806 


87*9 


8625 


8$22 


82 


8 


8431 


8|42 

.7842 


8255 


8169 


»cBS 


8OD3 


81 


9 


8003 


•792» 


7764 


7687 


7ÄII 


7537 


80 


»o 


7*537 


7464 


' 739 1 


73*0 


7250 


fiBi 


-?II3 


79 


11 


7M3 


^4 


16980 


6915 


6851 


67%% 


6725 


78 


1» 


6725 


6603 


6542 


6483 


-6^^ 


61366 


77 


>3 


6366 


6309 


62$2 


6196 


6141 


6032 


76 


H 


6^2 


5979 


59*6 
SW9 


5873 


5822 


5770 


5719 


75 


^ 


57i9 


5t69 


5570 


55*1 


5473 


5425 


74 


i6 


.*4»5 


5S78 


5331 


5*84 


5*f8 
4^ 


5*92 


^^ 


73 


J7 


^H'^ 


-5I02 


•5057 


S<M3 


-4925 


4882 


72 


i9 


: 4^62 


48^9 


4797 


'4755 


47f3 


4^1 


41^0 


71 


19 


4^0 


^45?9 


4«»9 


"4699 


-ms 


' 4«t9; 


4^9 


70 


ao 


4^9 


''42VJO 


'43J1 


-4046 


■^«84 


4«6 


-4i©8 


6^ 


»1 


4138 


4)91 


r4ÄÄ3 


m>9 


.i3S^2, 


'teö 


6» 


sa 


3936 


'löpo 


-3864 


•*3«?8 


3792 


-•3^7. 


37*1 


S 


»3 


■ ^7*1 


.^6 


-5652 


-^7 


-3583 


•3548, 


35?4 


66 

> 


»4 


-35,14 


3480 


'3447 


• 34(13 


-33^o 


'3346 


"T313 


^ 


*s 


W3 


3^ 


13248 


IP^S 


♦ 31J83 


imo 


VJ% 


^ 


?« 


^31118 


3q86 


^3054 


-*»3 


2991 


fW6o 


.2928; 


^ 


*7 


%^% 


*a97 


,aA66 


-*«35 


28p4 


^^^^4 


- ^3 ; 


62 


ft« 


^3 


'a9a3 


-*6|83 


'^2652 


26^2 


^^^2 


25^2 : 


6x 


»9 


-•»5^2 


i^«33 


v?«P3 


-24^4 


«444 


!'Mi5 


2386 


60 


S» 


-a^6 


..«as^e 


•*^i7 


9299 


2270 


'«S41 


:VBi2 


^ 


3i 


»92 


''2a$4 


^M55 


2127 


^2098 


• -2070 


2042 


58 


3* 


.2042 


-2014 


1986 


1958 


1950 

1765 


-*9P3 


18175 


^l 


)3 


1875 


i«47 


^1820 


. 1792 


i 19537 


i,7üo. 


56 


34 


1710 


i6«3 


1656 


16*9 


1602 


*S75 


• 1548 


55 


35 


■1548 


1521 


'1494 


14^7 


-1441 


*454 


1387 


54 


3^ 


1387 


1361 


-1-334 


13«>8 


> 1^82 


»*55 


12»9, 


53 


37 


ia29 


- 1>2C| 


1130 


1124 


-1098 ; 


' 1072 


52 


58 


1072 


1020 


09^ 


-0968 


Ö942 


0916 


51 


39 


«916 


0*90 


'.««65 


i«^9 


0^3 


<iaff9% 


; 0^2 • 


50 


4P 


^ €^1 


0^6 


-c^i 


^<XM5 


-0659 


-<^4 
.^9481 


0668 


49 


41 


-o6s>8 


0583 


0^7 


•0^2 

• W9 


0506 


*cj|56 


4« 


4» 


0456 


C43O 


•0405 


e>354 


* 0329 


0303 


4f 


43 


0303 


^78 


•«^53 


&»28 


02^2 


0177 


^0152 


4^ 


44 


' 0152 


-<sr26 


'PIK>1 


0076 


C051 


«0»5 


Ö^OOÖO 


45 




60' 


50^ 


4a' 


ao^ 


W 0«' 




• 




1 1 

LogarHli. Tangens. 




Grad 




lOgfl 


f' = log 


tg«'-4 


- 3,536J 


i-id 


E log c< 


>s «' 





li 


















Grad 








Sinus 










0' 


10' 


20' 


30' 


40' 

0,0116 


50' 
0,0145 


60' 
0,0175 




o 


0,0000 


0,0029 


0,0058 


0^0087 


89 


I 


0175 


0204 


o»33 


0262 


0291 


0320 


0349 


88 


2 

3 


0349 


0378 
055» 


■0407 
0581 


0436 
0610 


0465 
0640 


^ 


^1 


87 
86 


4 


0698 


0727 


0756 


0785 


0814 


0843 
1016 


0872 


85 


5 


0872 


090T 


0929 


0958 


0987 


1045 


84 


6 


1045 


, 1074 


iioa 

1276 


1132 


1161 


1190 


1219 


83 


7 


1219 


1248 


1305 


1334 


1363 
1536 


139» 


82 


8 


139» 


1421 


1449 


1478 
1650 


-l|07 
1679 


-1564 


81 


9 


1564 


»593 


1622 


.1708 


1736 


80 


•30 


1736 


1765 


1794 


1822 


1851 


■ 1880 


1908 


79 


II 


1908 


1937 


1965 


1994 


2022 


2051 


2079 


78 


12 


2079 


2108 


2136 


.2164 


2193 


2221 


2250 


77 


"3 


2250 


2278 


2306 


»334 


»363 


2391 


*4i9 


76 


14 


*4i9 


»447 


2476 


2504 


»53» 


2560 


.2588 


« 


;"5 


2588 


2616 


2644 


2672 


2700 


2728 


2756 


74 


a6 


2756 


2784 


2812 


2840 


2868 


•2896 


2924 


73 


17 


-2924 


2952 


2979 


30P7 


3®35 


. 3062 


3090 


72 


l^ 


3090 


3"8 


3145 


3173 


-3»oi 


3228 


3»56 


71 


19 


3256 


3483 


33" 


3338 


3365 


3393 


3420 


70 


■20 
21 


'34*0 
35«4 

- 3740 


3448 

3«! 


3475 
3^8 


350» 
3665 


35»9 
.3692 


35S7 
3719 


3584 

•3746 


68 


ZI 


3773 


-3«a> 


3827 


-3854 


3881 


■3907 


67 


»3 


3907 


3934 


39ßi 


3^87 


-4014 


4041 


.4067 


66 


5^- 


.4067 


4094 


4120 


4147 


•4173 


-4200 


4226 


6s 


Ä5 


4226 


40^53 


:4»79 


■4305 


4331 


4358 


4384 


64 


a6 


4384 


:44io 


^4436 


44^2 


-4488 


4514 


4540 


f3 


a7 


4540 


4566 


4592 


.4617 


4Ä43 


4669 


4695 


62 


z% 


4695 


.47^0 


-4746 


•4772 


-4797 


4823 


4848 


61 


«9 


4848 


4874 


-4Ä99 


-49»4 


4950 


4975 


- 5000 


60 


30 ^ 


.^00 


5«5 


^5050 


5075 


Sioo 


5x25 


5^50 


P 


31 


5^50 


5175 


5200 


5»»5 


5250 


53^5 


'5»99 


32 


5*99 


53*4 


5348 


5373 


5398 


54»» 


5446 


^l 


33 


5446 


5471 
5616 


■' 5495 
5640 


5519 


5544 


5^68 


559» 


56 


34 


' 559J 


1664 


5688 


5712 


-5736 


55 


35 


5736 

5078 

.6018 


-5760 


5783 


5807 


5831 


5854 


5878 


54 


36 

37 


5901 
6041 


.6065 


5948 
6088 


597» 
611 1 


5995 
^34 


6018 
6157 


53 

5» 


S8 


6157 


6180 


6202 


6225 


6248 


6271 


6428 


51 


'39 


6293 


6316 


6338 


6361 


6383 


6406 


50 


4P 
41 


^428 
6561 
^i 


1^3 


647» 
'6604 


6^ 


ms 


6j39 
6670 


6561 
6691 


49 
48 


4» 


6713 


-6734 
.6862 


6756 


■6777 


6799 


6820 


47 


43 


6820 


^9^ 

1 


6884 


6905 


6926 


6947 


46 


44 


6947 


6988 


7009 


7030 


7050 


-7071 


45 




60' 


50' 


40' 


30' 


20' 


10' 


0' 


"~* 


« «f 




. . '. 


'- 


Cosinus 








Grad 



"■" 


■ 0' 


,0- 


20' 


30' 


40' 


50' 


60'"" 




o 


I,CO00 




1,0000 


1/000 


s 


0.9999 


0.9998 


H 




oi999* 


0)9998 


0.9997 


0,9997 


0.9995 


9 


88 




?^l^ 


9^5 


999* 


9990 




9988 


87 


t 


9983 


99B1 


99B0 


9978 


9976 


86 




9976 


9974 


997' 


9969 


9967 


9964 


9962 


8! 


S 


9962 


99S9 


9957 


Ult 


99S" 


9948 


9945 


84 


6 


994S 


9941 


9939 


993» 


9919 


99»S 


83 




9915 




9918 


99"4 


9911 


99«7 


W'. 


81 




99°3 


9B99 


» 


K 


9886 


9881 


81 


9 


9877 


987» 


9Bj8 


9853 


984a 


80 




9848 


9B43 


9838 


9«33 


98»7 


9821 


9816 


11 




9816 


981. 


9805 


SS? 


9793 


9787 


9781 




9?«' 


9775 


9769 


97S7 


975° 


9744 


'l 


13 


9744 


9f37 


9t30 


97»4 


9717 


9710 


9701 


76 


14 


9703 


9696 


9689 


9681 


9674 


9667 


9659 


75 


'S 


9659 


96s* 


9596 


9636 


9628 


9621 


96'3 


74 


16 


961J 


96äs 


9588 


9580 


957» 


9563 


73 


17 


9563 


9IS5 


9546 


9537 


9S»8 


9J20 


95" 




18 


95" 


9S°J 


949» 


dl 


9474 


946s 


9455 




'9 


94JS 


9446 


943^ 


9417 


9407 


9397 




xo 


9397 


-9187 


9377 


9367 


9356 


9346 


9136 


18 




9336 


93»! 


93»5 


9304 


9193 


9»83 


9»7» 


IX 


9171 


9l6i 


9»50 


9*39 


9»ii 


911S 


9»oS 


67 


»3 


910s 


9194 


91a» 


9171 


Sl 


9147 


'äl 


6e 


M 


gl 


9124 


911» 


9100 


907s 


6s 


u 




s 




9013 

8936 




8988 


l\ 


17 


B9.0 






8B57 




E 


6a 


»8 


B819 


8B16 


8801 


878B 


«774 




et 


*9 


B746 


873» 


8718 


, 8704 


8689 


8675 


60 


30 


8660 


8646 


, e6ji 


B616 


.8601 


B187 


8S7» 


59 


3» 


Bi7i 


8557 


B54» 


8;i6 


8JII 


8496 


8480 


J8 


3» 


8480 


846J 


8450 


8434 


B418 


8403 


8387 


57 


33 


«387 


8J7I 


8JJS 


8339 


BJ2J 


8307 


B290 


S6 


34 


8^ 


8»74 


8158 


8141 


Bms 


8208 


8192 


SS 


II 


8191 


8175 


. 8lsB 


8141 


8114 


8107 




54 


8090 


8Q73 


8oj6 


8039 


8011 


» 




53 


37 


7986 


79<^ 


7951 


7934 


79«6 




!» 


38 


7880 


7861 


7844 


7816 


7B08 


7790 


7771 


St- 


39 




- 7.7S1 


■ 773S 


7716 


7698 


7679 


7660 


SO 


40 


7660 


7642 


761J 


7604 


7S8S 


7S66 


7547 


S 


4» 


7J47 


7!i8 


7509 


7490 


7470 


745' 


741' 


4» 


743» 


7411 


739» 


7J73 


.7353 


7333 


7314 


'■l 


43 


7314 


7»94 


7*74 


7»54 


7»34 


.7214 


7193 


f 


44 


7193 


7173 


7153 


7133 


7111 


7092 


7071 


45 




60' 


50' 


40' 


30' 
Sinus 


^in 


"IT" 


0' 


Giad 











■■igeiu 











Grad 


0' 


10' 


20' 


'«■ 


4.. 


50' 


(50' 







0,0000 


0,0019 


0,0038 


0,008?, 


o,birt 


0,0145 


0,0175 


«9 




0175 




0133 


016» 




0310 


0349 


igS 


' 


=349 


0378 
OS53 


0407 
0581 


T. 


°£ 


0495 
0670 


°^ 


•87 
86 


4 


07*9 


. 07SB 


0787 




0846 


0875 


»S 


1 


0875 


■0904 


0934 


0963 


~ 0992 




10s 1 


84 


105 1 


roSo 




"39 


1169 


1198 


1128 


81 


7 


.»28 


"J7 


1187 


IJ17 


K 


■ .376 


1405 


82 


g 


140s 


1435 


146s 


S?i 


1S54 


.1584 


81 


9 


•584 


iäi4 


.644 


1703; 


1733 


.763 


80 




1763 


'T93 


1*13 


■«53 


1883 


»914 


itn 


79 




;?s 


1974 


Zi 


203s 


206j 


209S 


78 




II S6 




*»47 


t»78 


*J09 


77 


'J 


1309 


I3J9 


1370 




M3» 


»46» 


ÜV, 


?6 


14 


1493 


. 15^4 


»5SS 


»586 


2617 


2648 


75 


>S 


^679 




»74» 


»773 


2805 


2836 


2867 


74 


-16 


■ »867 


iVi 


193' 


2962 


2994 


3026 


3057 


73 


17 


JOS7 


J089 


3111 


JIS3 


■ 1'8S 


3217 


3249 


7» 


i8 


3»49 


3»a; 


33"4 


3340 


■3378 


- 3411 


3443 


71 


"9 


1443 


3476 


3J08 


'3J4» 


3S74 


3607 


3640 






3640 


1673 


'3706 


.'jy39 


3772 


S 


3839 


«9 




3839 


I»71 


1906 


,3939 


3973 


4040 


■68 




4040 


^74 


4108 


414t 


417S 


4210 


.4»4S 


67 


13 


414; 


4*79 


43>4 


4348 


.4383 


4417 


4877 


66 


i4 

''S 


Vi', 


4487 
4699 


4S21 
4734 


4S57 
4T70 


't^ 


4628 
4B41 


U 


«6 

39 


4877 
S09S 

■S317 
SJ43 


4913 
S131 




4^6 
S206 


'i 


" S735 


5995 
5317 
"SS43 

5774 


a 


30 
3' 


m 


g 


■i^J 


SS 


"^?^^ 


■a 


:ioo9 
6249 


^ 


3» 


6149 




6330 


a; 


Uli 


*i453 


6494 




3} 


6494 


M 




■ 6703 


Ö74S 




■34 


äl 


6873 


6916 


■6959 


fooz 


SS 


ö 




r-^e 


7133 


7177 


J2II 


■7»6S 


S4 


7?6S 




■ 7}SS 


' 7400 


744S 


l^n 


7^1 


i3 


lä 


I«6 


7Säl 


7017 


■7673 


77»o 


S» 


. 7813 


7860 


79=7 


7954 


8001 


,8050 




ii 


39 


B098 


8 1+6 


8195 


8243 


8292 


8341 


8391 


|o 


40 


8^3 


844« 


8491 


8541 


8S9i 


864» 


8693 


^ 


i(> 


.B744 


.B796 


9S3 


.W99 


^95» 


9004 


4* 


9004 


9017 


.9110 


■-9217 


^9*71 


Tr 


47 


-43 


W/7 


9380 


9435 


9490 


..4S4S 


..«601 


46 


■44 


9713 


9770 


9»i7 


9884 


■994» 


,.dooo 


4S 




60' 


60' 


45' 
Cot 


30' 
«eigens. 


20' 


=in 


0' 


Gr»d 



"~" 




^_ 




««1,«=». 










Qr^ 


0' 


10' 


20- 


30' 


..• 


50' 


60' 




"^ 


m 


34J.774 


171.88s 


ii4,S«9 


». 


68,750 


57.1900 


T 




S7.I9°° 


jp 


41,9641 


38,188s 


31,1416 


18,6363 




16,6363 
19,0811 


14,541s 


«,9038 


;;ö 


10,1056 


l9,oSi. 




) 


ie,o7sJ 


i7,i6q3 
13.1969 


16,1499 


14 "H 


14.3007 


86 




14,5007 




11,7061 


11,2505 




11,4301 


2' 


i 


11,4101 


11,0594 


10,7119 


10.J854 


10,0780 


'9 li 


9.5144 


^ 


aS144 


9.1S53 


9.0098 


8,7769 


8.5555 


i iO 


8,1443 


1^ 


7 


8.1443 


SS 


7.7704 


74*87 


7 i7 


7,1154 


81 


8 


%nS4 


6,8169 


6,5606 


-« jB 


5'^"3 


Si 


9 


6.ine 


6,t970 


6.0844 


5.9758 


5,8708 


S M 


go 


lO 


S.67'3 
5,1446 


j;5764 


5.4845 


J.^9S5 


Ä 


5.MS7 


5,1446 


^f 




5.0658 


4,9894 
4.S736 


4.9>S» 


4.77»9 


,7046 


78 




4,7046 


4.63«» 


4.5»07 


Vt^ 


4.3897 


4.33^5 




'3 


4.33'S 




4.!" 9} 


4.16SJ 


4,o6n 




76 


■4 


4,0108 




3.9130 


3.8667 


3,8*08 


3.7760 


,73»! 


75 


\i 


3.71" 




3.^70 


3.6eS9 


3.5656 


3.S»6i 


,4874 


74 


3.4874 


3.449S 


3.41*4 


3.3759 


■3.3401 


lÄ 


3.»709 


73 




3.»709 


3.*37i 


J,I04I 


1,1716 


3.1397 
1,9600 


3.0777 




iB 


IP177 


3.<H75 


3,0178 


1,9887 


a,9J"9 


1,9041 




>9 


1,9043 


■»,■»770 


1,850» 


1,B1J9 


».79*0 


».7715 


'».7475 




M 


».7475 


5,y«8 


1.6985 


1,6746 


1.65" 


i,6i79 


S.605I 


69 


a 


»,6051 


i,S«»6 


1,5605 


1.5386 


1,5171 


»,49fo 


1,4751 


68 




M7ii 


MS4S 


14J41 


1.414» 


*,394S 


»,3!so 


1.3559 


^. 


n 


i.3S59 


»,3369 


1,3181 


1,1998 


1,1817 


»,»637 


1,1460 


66 


M 


»,*46o 


l,iz86 


1,111. 


1.1943 


1,1775 


1,1609 


1.1445 


?* 


s 


i,T44S 


=.K83 

1! 


i.iii; 


■fit 


1,0809 
1,99'» 
1,9074 
. .8191 




«040 


1 

61 


19 


-»140 


-7917 


7«7! 


■ 7556 


■ 7437 


73»! 


60 


3' 


«s 


'Ä 


■Jb90 
64i6 


li 


f^. 


6753 
6 107 


«43 
6001 


1? 


3» 


6«i 


S900 


3799 


J597 


S+97 


*ät 


S7 


33 


g 


Sjoi 


5104 


SIO8 


SOij 


4919 


4816 


56 


34 


4733 
4193 


4641 
4106 


4019 


1g 


■Sl 


41«: 
3764 


55 
54 


3V64 


]68o 


3J97 


3S>4 


3431 


Jl^J 


3» 70 


53 


n 


lifo 


3190 


jiii 


1031 




1876 


1799 


5» 


3« 


»799 


■V^l 


1647 


1571 




14^1 


»149 


51 


39 


■»•349 


■ lioj 


lijl 


-11559 


isal 


1918 


50 


40 


fCH8 


«47 


1778 


.1708 


1640 


1571 


'^^ 


*3 


41 


[f^ä 


.-'436 


1J69 


■ 1303 


1117 




48 


43 


IM' 


0977 


091 


0850 


. 07B6 


0714 


*I 


43 


Ö7»4 


c)6ei 


M 


051I 


0477 


.0416 


0355 


46 


■W 


OJSJ 
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0176 


0117 


0058 


1,0000 
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60' 


50' 


40' 
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1(J' 


0' 


OrU 
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Grad 








Secaiiä 








' 


Ö' 


10" 


20' 


30 


l 40' 


50' 


60' 




o 


1,0000 


1,0000 


1,0000 


1,0000 


I,OOOJ 


1,0001 


1,0002 1 


89 


I 


0002 


0002 


000| 

0008 


0003 


0004 


oco; 


0006 


88 


.2 


0006 


0007 


0010 


001 1 


0012 


0014 


ll 


3 


0014 


0015 


0017 


0019 


002J 


0022 
0036 


0024 


86 


4 


0024 


0027 


0029 


0031 


0033 


0038 


!^ 


1 


0038 
0055 


0041 
0058 


0043 

0061 


ood6 
0065 


^ 


Oof2 
0072 


0055 
007? 

0098 


84 
!5 


7 


0075 


0079 


0082 


0086 


QÖ90 


0094 


82 


8 


0098 


0102 j 


0107 


Olli 


Ol 16 


OIJK> 


0125 


81 


9 


0125 


0129 


.0134 


0139 


0144 


0149 


0154 


80 


lo 


0154 


0160 


0165 


0J70 


0176 


Ol 81 


0187 


79 


II 


0187 


0193 


0199 


02Ö5 


Ö2tl 


0217 


0223 


78 


12 


0223 


0230 


0236 


0243 


0249 


0256 


0263 
0306 


77 


13 


0263 
0306 


0270 


0277 


0284 


0291 


0299 


76 


14 


0314 


0321 


03*9 


""Hl 
0386 


0345 


0353 


75 


15 


03S3 


0361 


0369 


0377 


0394 


0403 


74 


i6 


0403 


0412 


0421 


0429 


0439 


0448 


0457 


73 


17 


P457 


0466 


0476 


0485 


0495 


0505 


0515 


7Z 


I8 


P515 


0525 


0535 


°^l 


o«5 
0619 


0566 


0576 


71 


19 


0576 


0587 


0598 


0608 


^V 


0642 


70 


20 


0642 


0653 


0665 


0676 


0688 


, 0700 


071 1 


tl 


21 


0711 


0723 


0736 


0748 


0760 


0773 


0785 


22 


0785 


0798 


081 1 


o8i?4 


0837 


08^0 


0864 


'd 


»3 


o86a 
0946 


0877 


0891 


0904 


0918 


0932 


0946 


*4 


0961 


0975 


ö9$9 


X004 


IOV9 


1034 
1126 


!5 


25 


1034 

1120 


1049 


1064 


1079 


109s 


II xo 


64 


26 


1142 


II58 


"74 


1190 


12Ö7 


1222 
1320 


f3 


27 


' I22| 
1326 


1240 


"57 


1274 


1291 


1308 


62 


2« 


1343 


1361 


7379 


1397 


1415 


1434 


61 


29 


H34 


.1452 


1471 


1490 


J509 


1528 


1547 


60* 


30 


\m 


1566 


1586 


1606 


^626 


1646 


1666 


5? 


31 


1687 


1707 


1728 


.1749 


1770 


1792 


58 


3* 


179» 


i8i| 
1946 


1835 
1969 


1857 


'1Ä79 


1901 


1924 


^l 


33 


1924 


1992 


2015 


2039 


2062 


56 


34 


2062 


2086 


21 10 


"34 


2158 


2183 


2208 


55 


^ 


^208 


2233 


2258 


2283 


2309 


2335 


2361 


54 


36 


2361 


2387 


2413 


2440 


. 2467 


2494 


2521 


53 


37 


^21 


2549 


aS77 


2605 


2633 


2661 


2690 


52 


3« 


2690 


2719 


^748 


2778 


2807 


2837 


2868 


51 


39 


2868 


2898 


2929 


2960 


. 2991 


3922 


3P54 


50 


40 


3054 


3086 


- 3118 


3151 


- 3184 


3217 


3250 


49 


41 


3250 


3284 


3318 


3352 


3|86 
3600 


3863 


3456 


48 


42 


3456 


3492 


..3527 


Ifd 


3673 


47 


43 


3673 


37" 


.. 3748 


3824 


S902 


46 


44 


390* 


3941 


3980 


.4020 


4^1 


4101 


M142 
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40' 

( 


30' 
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10' 


0' 
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- 
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4«- 


5.' 


60' 
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M3.J7S 
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85,946 


68,757 


574987 
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49.1 '4' 


4»,97S7 


jBii«6 


Hl«»l 


3i.»576 


i8,6si7 




»8,6SJ7 


»6i4SOS 


i4.S6ii 


11,9156 


tffl 
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'9,1073 
'4,1156 


87 




>9,'073 

14,3356 


18,1016 


17,1984 


16,1*04 


14.9S79 


86 




13.7611 


13,»347 


i»,T«J 


11,1911 


11,8684 


■KUä 


85 




"lUi 


n,i04s 


KWSSf 


'0^34 


10,1175 


9,8391 


84 




9.309» 
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8,8137 
7,6613 


8,6138 


8,40*7 


840S5 


81 




8,WS5 


8,0156 


7J344 
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7,1371 


7,l»i3 


81 




7,iesj 


7,0396 


6^f 


6,765s 


6,51« 


6,39»S 


8t 




6,39»3 


6,1771 


6^661 


6,9589 


5,9554 


5,8554 


5.7S88 


Bo 


lO 


S.758» 


& 


j,S749 


S,4»74 


S,4D»6 


S.l»05 


5,»4o8 


79 




5,t40> 


5,o8B6 


S.0159 


Ä 


4,876s 


4.8097 


78 




4.8097 


4,744» 


4,6817 


4,6101 


4.50»» 


4,4454 


77 






4,3901 


4^161 


4,»a37 


4,>5»4 


4,1814 


4.'3j5 


76 




*o«J9 
3,8"» 


t^^ 


1,9939 

,74»o 


1,9495 


f^l 


tk 


75 
74 


3,5915 


JtSS59 


.5»09 


1,453» 

3,»«53 


J,4iaj 


71 




3^3 


3,3881 


,3»SS 


3,>9I' 


!.«<•■ 


71 




3^36» 


3.10T4 


3.179» 


,1515 


3.»44 


3,0977 


j,o7l6 


71 




3,0716 


3,04je 


IW06 


.»957 


»,97'3 


»,9474 


WS« 




io 


i,9»3» 


1,9006 


»^779 


»,»«5 


*,*334 


1,8117 


se 


n 




».7904 




»,7488 


1,7185 


1,708s 


z,68ie 




ifibis 




.,63.6. 


»,S«3' 


».5949 


1,5770 


m 


^i 


n 


» 




ssa 


1,5078 


1,4911 


M74» 


66 






».4»14 


»,1961 


1,18.1 


5S 


S 


2,1661 


s; 


»^371 


».3»a 


1,3088 


1,1949 


i,iBii 


64 


i,iBii 


».»541 


IX 


l,«Bi 


».»151 


1,1017 


53 




»,i«17 


i,i9«a 


»4779 


»,'537 


»,1418 


*,i3oi 

ifitx7 


61 


iS 


.:x 


«.11»! 


14070 


»,0957 


t,084fr 


»/>736 


6t 


»9 


1«19 


• »/^»J 


VIJ08 


t,MH 


ifiiM 


1,0000 


60 


je 


1/300O 


1,9900 


1*801 


1.W0J 


1,9606 


1.95" 


1,9416 


5? 


Ji 


■« 


1,9313 


1,9130 


1,9*39 


*'ä^? 


1,8959 


887" 


S8 


J» 


«7I3 


8697 


8611 


^ 


8j6i 


57 


33 


Wr 


8179 


■ 8t98 


8118 


^l 


7*8] 


S6 


34 


7i«l 


7806 


7730 


7655 


750T 


7414 


55 


11 


7434 


7l8i 


7*91 


■T«! 


T^Si 


7081 


70>) 


54 


ZI 


6945 


6878 


6S11 




6681 


6616 


S3 


17 


6153 


6489 


6417 


tl^i 


6143 


5» 


31 


6ui 


6Uj 


6I»J 


6064 


ä 


1890 


Si 


39 


S>9" 


S813 


J777 


S7»I 


56« 


SSS7 


SO 


4a 


' SJS7 


' 5504 


1450 


JftS 


SMS' 


S»94 


5»43 


49 


4t 


SMl 


S19» 


S141 


5*1» 


SM» 


4991 


fi 


48 


4» 


_l 


■4*97 


4849 


4foi 


4755 


4709 


47 


43 


4617 


«7» 


4S»7 


4481 


4439 


46 


^- 


41S» 


41 10 


4167 


4*»! 


41S1 


414» 


45 


w 


M' 
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Grad 






Arcus 








0' 


10' 


1 20' 


30' 


40' 


50' 


o 


0,0000 


0,0029 


0,0058 


0,0087 


0^116 


0,0145 


I 


0175 


0204 


0233 


0262 


0291 


0320 


2 


0349 


0378 


0407 


0436 


0465 


049$ 


3 


0524 


0553 


0582 


061 1 


0640 


0669 


4 


0698 


0727 


0756 


0785 


0814 


0844 




0873 


0902 


0931 


0960 


0989 


1018 


6 


1047 


1076 


IIO5 


"34 


1164 


"93 


7 


1222 


1251 


1280 


1309 


1338 


1367 


8 


1396 


I4»5 


1454 
1629 


1484 
1658 


I5«3 


154» 


9 


I57I 


1600 


1687 


1716 


10 


1745 


1774 


1804 


1833 


1862 


1891 


II 


1920 


1949 


1978 


2007 


2036 


2065 


12 


2094 


2123 
2298 


»153 


2182 


2211 


2240 


13 


2269 


2327 


2}s6 


»385 


H14 


14 


Jttl 


»473 


2502 


»531 


»560 


2589 


15 


2647 


2677 


2705 


»734 


2763 
»93« 


i6 


»793 


2822 


2851 


2880 


»909 


17 


2967 


»996 


3025 


3054 


3083 


5"5 


l8 


314» 


3171 


3200 


3229 


3258 


3»87 


19 


3316 


3345 


3374 


3403 


343» 


3462 


20 


IUI 


35«> 


3549 


3578 


3607 


3636 


21 


3694 


37*3 


375» 


3782 


38" 


22 


3840 


3869 


3898 


3927 


3956 


3985 


»3 


4014 


4043 


4072 


4102 


4131 


4160 


24 


4189 


4218 


4247 


4*76 


4305 


4334 


*? 


436} 


439» 


4421 


4451 


4480 


4508 


26 


4538 


4567 - 


4596 


4625 


4654 


4§*l 


27 


47" 


4743 


4771 


4800 


4829 


4858 


28 


4887 


4916 


4945 


4974 


S003 


503» 


29 


5061 


S091 


5120 


5149 


S178 


-5»07 


30 


5*36 


5»^5 


5«94 


53*3 


535» 


.5381 


31 
3» 


54" 
5585 


5440 
5614 


5469 
5^3 


5498 
5672 


5527 
5701 


5556 

5730 


33 


5760 


57.89 


S8i8 


5847 
6021 


5876 
6050 


1^^ 


34 


5934 


5963 


5992 


6080 


35 . 


6109 


611« 


6167 


6196 


6225 


6254 


36 


6283 


6312 


6341 


■ 6370 


6400 


6429 


37 


■ 6458 


6487- 


6516 


6545 


6574 


6603 


38 


6632 


6661 


6690 


6720 


6749 


6778 


'39 


- 6807 • 


6836 


i586s 


6894 


6923 


695» 


40 


6981 - 


7010 


7039 


7069 


7098 


7I«7 


41 


. 7156 


7185 


7214 


. 7»43 


7»7» 


730; 


42 


7330 


7359 


7389 


7418 


7447 
7621 


7476 
7650 


43 


.. 7505 


7534 


7563 


759» 


.44 


7679 


7709 


7738 


7767 


7796 


7825 


45 


7854 


7883 


7912 


7941 

■ ■ ■■ -^ 


7970 


7999 



arc 1000 = 1,7453; arc 2000 «3,4907; arc 3000 « 5,2359 



Qi.d 






AICDI. 








0' 


10- 


30- 


30' 


40' 


50' 


46 


o,8oi9 


0,8058 ^ 


0.8087 


0,8 116 


0,8145 


0.8174 


47 


810J 


gljl 


8i6i 


g 


8319 


8348 


4« 
49 


8378 

ass» 


8457 

Bs8i 


84J6 

8610 


te 


la 


SO 


8727 


8756 


87BS 


83i4 


8843 


88M 


S' 


890. 


8930 


8959 


898B 


9o[i 


9047 


J» 


9076 


910s 


9>M 


9i6j 


9191 


9111 


53 


91S0 


9179 


9308 


9338 


9J67 


9196 


54 


9415 


94S4 


9483 


95 w 


9S4« 


9S70 


11 


9599 


9618 


96ST 


9687 


9716 


9745 


9774 


9*>3 


0*983« 


.0.9861 


i!oÖ6s 


0,9919 


ST 


0,99+8 


o.<m7 


IfiOCfJ 


i,a>3ä 


1.0094 


58 


i^iij 


i,o»s» 


Qlg» 




0*19 


0268 


12 
6i 


0197 


03*6 


OJS6 


038s 


0414 


SS? 

0792 


z- 


't^l 


0530 
0705 


0559 
. 07J4 


0588 
0763 


61 


0811 


oSjp 


0879 


0908 


'»937 


0966 


5j 


0996 


lois 


::ia 


.081 




1141 


64 


II70 


1199 


11J7 


1186 


1316 


s 


I34S " 


iia 


1403 

<S77 


143» 

1606 


\ti 


\^s 


67 


I7»J 


1751 


1781 


i8io 


"839 


«8 


1S68 


i»97 


1926 


'955 


1985 


2014 


69 


WHJ 


»fm 




1130 


"59 


2IB8 


70 




«>4& 


M7S 


ijos 


»334 


2363 


Ti 


1391 


%4U 


Sä? 


äS 


»508 


2537 


71 


1566 


*59S 


i68j 




71 


174" 


»770 


»799 


1818 


»»57 


2886 


74 


*9I5 


194S 


»974 


3003 


J03» 


J06. 


S 


13? 


JII9 


3148 
33»3 


, 3'77 
335» 


3206 
1181 


3235 

34'o 


77 
78 


Iffi 


Ig; 


3SI« 

3701 


3SSS 
1730 


3584 
37S9 


r 


i?ii 


J8.7 


3846 


387s 


1904 


3914 


So 


396J 


'^ 


4021 


4050 


4079 


410B 


Si 


411T 


4>9S 


4»»4 


4*S4 

X 

4777 


4283 




i 


4341 


4170 
4544 
4719 


4399 


i 


51 


4ajs 


4864 


4893 


49*1 


4951 


49BI ' 


te 


so 10 


SO39 


joSg 


S'>97. 


ji»6 


SiSJ 


!l 


S184 


J"J 


5*43 


5»7» 


5301 


5330 


»9 


S1S9 
SSJJ 


JS6J 


54'7 
559» 


IS? 


5650 


fIS 


90 


S7ol 


S717 


5766 


5795 


58»4 


S«!J 



■rcl8«a<_ 3.1416^ 



20 Tftbelle znr Ermittelung der hyperbolischen Functionen. 




Gr»d 




,_ logn.lÄ, |45 Hr -|-| , 
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1 0'' 


10'- 20' 


30' 
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o 


0,0000 


0,0029 


0,0058 


0,0087 


0,0116 


0,0145 





8,8357 


I 


ot75 


0204 


0233 


0262 


t>291 


0320 


10 


8357 


2 


0349 


0378 


0407 


0436 


.0^66 
0640 


0495 
0670 


20 


«357 


3 


95*4 
0899 


OS« 
0718 


0582 


0611 


30 


8357 


4 


0757 


0786 


0815 


0845 


4P 


8357 


i 


0874 


0901 

1078 


093* 


0961 


0991 


1020 


P 


8357 


I049 


1108 


1137 


1x66 


"95 


60 


8357 


. 7 


1225 


"54 


1283 


«313 


134* 


I37J 


70 


8357 


% 


140t 


1430 
1607 


1460 


1489 


1518 


1548 


80 


8357 


9 


1577 


1636 


1660 


X695 


1725 


90 


8357 


10 


1754 


1784 


1813 


»»43 


«873 


1902 


100 


8357 


II 


193» 


1961 


199X 


202X 


2050 


20II0 


IIO 


8357 


12 


2I10 


2140 


2169 


2199 


2229 


2259 


120 


8356 


13 


2289 


»3 »9 


2348 


■ 2378 


2408 


*^38 


130 


8356 


'4 


2468 


2498 


2528 


2558 


2588 


2618 


140 


8355 


' 15 


2648 


2679 


2709 


*739 


2769 


27J9 
2981 


150 


835s 


16 


2830 


2860 


2890 


2920 


2951 


160 


«355 


17 


3012 


3042 


3072 


i:?i 


t^iZ 


3164 
3J48 


170 


«355 


18 


3195 


3225 


3256 


33»7 


180 


8354 


19 


3379 


3409 


3440 


. . J47I 


,150* 


3533 


190 


8354 


20 


3564 


3595 


3626 


3657 


S68S 


3719 


. 200 


«354 


21 


3750 


3781 


3813 


3844 


3»75 


3906 


210 


«354 


22 


3938 


3969 


4001 


403* 


4064 


4095 


220 


«354 


3^3 


4"7 


4iir8 


- 4190 
43" 


4222 


4*53 


4285 


230 


8354 


24 


4317 


4349 


4413 


3w 


4477 


240 


«353 


«5 


4509 


4541 


4573 


4605 


4670 


250 


8353 


26 


4702 


4735 


4767 


4799 


483» 


4865 


. 260 


8353 


27 


4897 


4930 


49^3 


4995 


50ft8 


50^ 


270 


8352 


28 


5094 


51^ 


5160 


5193 


5226 


5*59 
5460 


. 280 


«352 


*9 


5*93 


53*6 


5359 


5393 


54*6 


290 


8351 


30 


5900 
0107 


55*7 


5560 


5594 


562S 


5^!? 


300 


8351 


31 

32 


5730 
59i5 


57*4 
59^ 


5798 
6004 


iSlI 


5866 
6073 


310 
320 


«350 
8350 


33 


6142 


6177 


6212 


6247 


6282 


330 


8350 


34 


6317 


6564 


6387 


6422 


Ul 


^1^93 


340 


«349 


1^ 


6528 


6600 


6635 


6707 


350 


8348 


gg 


6779 
6996 


6815 


^851 


6887 


6923 


360 


«348 


37 


, 7033 


7070 


7106 


'nü 


370 


«347 


38 


7180 


7*1-7 


' 7254 


7*91 


73*8 


380 


S347 


39 


7403 


7440 


7478 


7516 


7553 


7591 


39© 


8346 


40 


7629 


76^7 


7705 


■■ 7743 


77^2 


7820 


. 400 


«346 


4» 


7859 


7897 


79$6 


. 7975 


8014 


8289 


410 


«345 


42 


8092 


8131 


8170 


8210 


!*4S 


. 420 


>8344 


43 


8328 


8368 
8610 


8408 844.8 
8650 - 8691 
8896 8938 


8488 


8529 


430 


8344 


44 


8569 


873* 


8773 


440 


8343 


45 


8814 


i 8855 


8979 


9021 


450 


8S4a. 



Wenn 90 — y =» 1// in Minuten u. 

dann ist x = k — 



X s= logn tg' 
logn \p 



<46+^) 



T»b«Ue KOI EcaiUeluBg dei hrp«itaiti»ebeD FonctloiNn. 



to,9<*j|< 
9}t6 j 



1541 , 






4,04»i 
4,74IJ 



1973 
J,6997 



o,9"89 

0,99" 



0709 
■0997 



. 69JT 

[74«) 
7907 
851« 



7019 
•7S*6 ■ 

gos7 
•6.7 
-^09 ■( 



Itölg 



1*060 ; 

44<7 
1-7604 



it6t 
4tlJ 

■J,8t49 
4-31S9 
J,4J4S 



££ 


0*9174 

9J3I 


46 

47 


.97SO 
0017 


;» 


4 
49 


caB9 


Si5 


SO 

S 


09ro 


5 


"43 


iigi 


5 


1441 


149» 


J4 


UE 


■799 


u 


»3»! 

t7lj 


SS 


i 


J0J4 


!"• 


59 


1405 


1464 


6c 


J767 


jeS 


6 
6 



S701 
6149 
661J 






5414 I 650 

5*49 1 »o 
6jos 670 
r677S 68a 
■7*6» I ,690 

77B*j 700 



5056 
6193 

7476 

*74S 

.«939 

4-4J3» 
5,8400 



»3*9 
4196 

7706 
»flau 

3P9«S 

3,9681 

4,(«7» 



Wenn ^0 ~tf = if, tn HInulen a. x » t*gn ir MS + -^1 

dum igt logn ip == k —r x 



Die LojwithmeD der taypeiboliKbea FiuictJonBn 



V llogeinv 


N 








cioo 


-« 


0,00000 


-» 


0,50 


9,71691 


0,05117 


9,6647s 




8,00001 




7,9999» 




51 


71614 


05419 


6710s 




30.<« 


00009 


8,J0C97 




5» 


73S40 


056*5 


67915 


03 


Sil 


ODOW 


47699 


01999 


53 


74441 


Sl 


68608 




00035 


60183 


03998 


54 


75330 


G9184 


Ol 


699>S 




69B61 


04996 


SS 


76«4 


6?94i 


06 


77B41 


^8 


77763 


05993 


56 


7706J 


06481 


70584 




B4i4S 


00106 


84439 


06989 


57 


779'4 


0670J 




08 


„9°iJS 


00139 


90116 


07981 


58 


78751 


06919 


71B11 


09 


8,9S483 


00175 


95307 


08976 


59 


79576 


07157 


7*419 


10 


9,00072 


00117 


;» 


09967 


60 


80J9Ö 


071«9 


73001 




04117 


0016» 


10956 


61 


81194 


07614 


73S70 








07711 


"94J 


61 


81987 


07S61 


74115 


13 


11517 


00366 


11151 




63 


81770 


oBioi 


74667 


14 


147SS 


004*4 


■433» 


'3999 


64 


ms 


c«346 


7S'97 


jl 


1777* 


00487 


171M 


14888 


65 


08593 


!ÜS 


W598 


0O5S4 


10044 


1586s 


66- 


85063 


08841 


18 


ipt 


oa6ii 


116.9 
1J061 


.6838 
17808 


67 
68 


HS 


0909s 

3J« 


76714 
77197 


>9 


. 16.36 


00779 


17357 


IB77S 


69 


87178 


77669 




3039» 


00863 


19519 


19737 




88000 


■09870 


78130 




5^541 


00951 


31590 


»696 


7' 


8871s 


■ 10134 


7B5S1 




36555 


D1043 


33550 


116-5: 




■ 89413 


X 


790*1 


»J 


01139 


35416 


11603 


73 


90.23 


794S3 


14 


38437 


01139 


37198 


13549 


74 


50817 


10941 


79875 


U 


4014G 


Ol 343' 


- 38903 


14491- 


a 


■91504 


11116 


80188 


41986 


014« 


-40534 


'.m 


9118s 


11494, 


■80691 


«7 


43663 


,;a 


41099 


77 


91859 


-11771 


81086 


18 


X' 


43601 


17190 


78 


93517. 


•■IWSS; 


81471 


29 


oiSol 


45046 


»8114 


79 


94190 


11J40 




30 48J6* 


ö.9»i 


46436 


I9ijt 


fe 


94846 


.i6i? 


»1119 


31 


49*30 


ÖK>S4 


47775 


30045 


81 


95498 


.1*91! 


81581 


3* 


S"!4 


01187 


49067 


St?; 


Bi 


■96144 
96784 


.13*09 


B1935 


33 


S1637 


oij»3 


50314 


81 


13503 


83181 


34 


53981 


01463 


51518 


11748 


84 


97410 


13800 


ej6io 


J5 


iü 


01607 


516B1 


33637 


Ü 


98051 


14099 


83951 


36 


,01756 


S3fo9 


34511 


9B677 


.14400 


84177 


37 


01907 


54899 
5595» 


35399 


87 


99199 


14704 


84595 


JB 


SU' 


03063 


3617; 


88 


9.99916 


15009 


84906 


39 


03 IM 


56979 


37136 


89 


o,ooji8 


»5317 


85111 


40 


^ms 


03385 

OJS51 


S797J 
58936 


iäS?5 


90 
9> 


01137 
01741 


15617 
15939 


133 


4» 


gl?? 


03713 


I2?U 


J969J 


91 


01341 


4.54 


8608B 


43 


03897 


41365 


93 


01937 


16570 


llg 




187' 


0407s 


61663 


94 


03530 


16888 


4S 


04156 


ilj.. 


41190 


95 


04119 


17109 


K,.! 


46 

47 


iss; 


« 


•&, 


43009 
438» 


96 
97 


'^^ 


1753' 
178« 


8T173 


48 


69779 


04811 


64957 


44614 


98 


os8^ 


18181 


49 


7o?44 


0SO.8 


65716 


45411 


99 


06439 


18509 


87930 


e,S» 


9.7169» 


0.O5117 


9,6647s 


0,46111 


1,00 


0,07011 


0,18839 


9,88171 



Die IttOgaiithmen 4er hyperboUsehen Functionen. 



23 



V 




log «9 ^ 


H» 


log^in^ log (SofV' 


log %^xp 


1,00 


0,07011 


0,18839 


9,88172 


1.50 


0,32823 


0,37151 


9,95672 


Ol 


07580 


19171 


88409 


51 


33303 


37545 


95758 


02 


08146 


19504 


88642 
88869 


52 


33781 


37939 


95842 


03 


08708 


19839 


53 


34258 


38334 


95924 


04 


09268 


20176 


89092 


54 


34735 


38730 


96005 


05 


09825 


20515 


89310 


SS 


35211 


39126 


96084 


06 


10379 


20855 


89524 


56 


35686 


39524 


96162 


07 


10930 


21197 


89733 


57 


36160 


39921 


96238 


08 


"479 


21541 


89938 


58 


36633 


40320 


96386 


09 


12025 


21886 


90139 


59 


37105 


40719 


10 


12569 


22233 


90336 


60 


37577 


41119 


96457 


II 


131" 


^2582 


90529 


61 


38048 


41520 


96528 


12 


13649 


22931 


90718 


62 


38518 


41921 


96597 


13 


14186 


23283 
23636 


90903 


53 


38987 


42323 


96664 


14 


14720 


91085 


•• 64 


39456 


42725 


96730 


15 


15253 


23990 


91262 


65 


39923 


43129 


96795 


16 


15783 


•24346 


91436 


66 


40391 


43532 


96858 


17 


.16311 


24703 


91607 


67 


40«57 


43937 


96921 


18 


16836 


,25062 


91774 


- 68 


41323 


44341 


96982 


19 


17360 


25422 


9*938 


69 


41788 


44747 


97042 


20 


17882 


257«4 


92099 


10 


,4»53 


45153 


97100 


21 


18402 


26146 


92256 


.-.ti 


.42717 


45559 


97158 


. 22 


18920 


26510 


92410 


• 72 


'4iT8o 


45966 


97214 


23 


19437 


.26876 


92561 


' 73 


43643 


46374 


97269 


24 


1995 1 


.27242 


9^09 


74 


44R>5 


46782 


97323 
97376 


25 
- 26 


204Ä4 


»7610 


9*854 
92996 


"75 


44567 


47191 


20975 


27979 


76 


.45028 


47600 


97428 


27 


21485 


28349 


93135 


. • "77 


"45488 


4«oo9 


97479 


. 28 


21993 


28721 


93272 


' 78 


45948 


48419 


97529 


^ 29 


2*499 


29093 


93406 


i 79 


•46408 


48830 


97578 


-30 


2>3Q04 


. ^29467 


91537 
93665 


-*"8o 


46867 


49241 


97626 


31 


23507 


.29^42 


. 81 


47325 


49652 


97673 


32 


24009 


.30217 


93791 


82 


47783 


5«>64 


97719 


33 


•H509 


30594 


93914 


83 


48241 


50476 


97764 


34 


25008 


30972 


94035 


> 84 


48698 


•50889 


97809 


11 


25505 
26002 


31352 


94154 


85 


49154 


51302 


97852 


31732 


94270 


86 


49610 


51716 


97895 


37 


26496 


32113 


94384 


-87 


50066 


52130 


97936 


38 


26990 


32495 


94495 


^ %% 


•50521 


52544 


97977 


39 


^^7482 


32878 


94604 


89 


•50976 


5^959 


98017 


• 40 


27974 


33262 


94712 


98^ 


51430 


•53'374 


9«o57 


41 


284164 


33647 


94817 


91 


51884 


53789 


98095 


42 


28952 


34»33 


94919 


92 


52338 


54205 


98133 


43 


29440 


34420 


95020 


93 


52791 


546*1 


98170 


44 


29926 


34807 


95119 


•94 


53244 


55038' 


98206 


^ 


30412 


35196 


95216 


21 


53696 


55455 


98242 


30896 


35585 


95311 




54148 


55872 


98276 


47 


31379 
31862 


35976 


95404 


-97 


54^X5 


56290 


9»3ii 


48 


36367 


95495 


98 


55051 


56707 


98344 


' 49 


32343 


36759- 


95584 


t -99 


555*>2 


57126 


98377 


'i',50 


0,3*823 


0,37151 


9,95672 


2,00 


o,5S953 


0,57544 I 


9,9«4Ä9 



24 



Pie Log*H(thmeii der hyperMisohfin Fnoctionen. 




a,oo 

Ol 

oz 

03 
04 

07 
08 

09 

10 
II 
12 

13 

«4 
15 
16 

17 
18 

19 

20 
21 

»3 

24 

11 

»7 
28 

«9 

30 
31 
3» 
33 
34 

P 

J9 

40 

41 
42 

43 

44 

47 
48 

49 
MO 



0,55953 
6403 

6853 

7303 

7753 
58202 

B650 

9099 
9S47 
9995 

60443 
0890 

1337 

1784 

2231 

62677 

3**3 
3569 
401S 
4460 

64905 
5350 

5795 
6240 

6684 

67128 

757A 
80t6 

«459 
«903 

69346 

• 97B9 
7<Hi3s 

0675 

1117 

7x559 

■ 20D2 

M44 
2885 

33*7 

73769 
4210 

465» 
S093 

5534 

75975 
641 

685 

7296 

7737 

0,78177 



0,57544 

7963 
8382 

8802 

9221 

1^: 

0482 
0903 

13«4 

61745 
2167 

5^589 

301 1 

4278 

-4701 

505 

554« 

65972 
6396 
€^20 

7244 
7668 

68093 

8si8 

«S 
93 
9794 

70219 
0645 
107 1 
1497 
19*3 

72349 
2776 

3*03 

3630 

4056 

744B4 
49" 

6194 
76621 

7049 
7477 
7906 

«334 

0,78762 



9.9«<P9 
8440 

.8471 
8502 

8531 
98560 

8589 
8617 

8644 
8671 

8697 

8723 

8748 

8773 

8798 

98821 

8845 
8868 
^8890 
^12 

98934 
8955 
•8975 
8996 
.9016 

9035 

9054 

-9073 
^9091 

9109 

99"7 

9144 
.^161 

9178 

9194 

99210 

9226 

9241 

^56 

9*71 

99*85 
9299 
9313 
93»7 

9340 

9366 
9S79 
«91 
9403 

9#994«5 



»,50 

5« 
5» 
53 

54 
S5 
56 
57 
58 
59 

60 
61 

6a 

II 

67 
68 

69 

70 
71 

71 

•73 
74 

'76 

77 
78 

79 

80 
8t 
8t 

83 

84 

85 
86 

87 
U 

89 

90 
91 
9» 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

3.00 



o,7tt77 ; 


0,78762 


8617 


9191 


9057 


9619 


9497 


8004JB 


9937 


0477 


80377 
0816 
1256 


80906 

im 


1695 


2194 


"34 


2623 


82573 


«3052 


301a 


3482 


34^1 


391» 


3890 


4341 


43*9 


4771 


84768 


85201 


5206 

5645 


läl 


6083 


6492 


-65«* 


6922 


«960 


»735» 


'^ 


7783 
««13 


-8*74 


»644 


.-S712 


9074 


«9150 


-89505 


95« 
90006 


9^^ 


^0463 


0798 


•0901 


1229 


^33? 


^1660 


- 17^ 


2091 


22f3 


2522 


2^1 


«9*3 


3088 


3385 


935*5 


93816 


3963 


4«wf7 


4400 


4679 


4837 


5WK> 


5*74 


•5«4» 


957n 


95974 


6148 


6405 


6584 

7Q2I 


7209 


7458 


770» 


97«95 
«331 
8768 


«997 


9»>5 


94*9 


0,99641 


o.99«6j 


1^0007% 


1^00293 



9,99415 

426 

438 

449 
460 

99470 
481 
491 
501 
5" 

995*1 

530 

540 

549 

558 
99566 

575 

583 
592 

600 
99608 

623 
631 

99645 
652 

-659 
666 
672 

99679 
685 

• 691 
698 
704 

99709 

715 
' 721 

' 726 

73* 

99737 
74* 
747 
75* 
757 

9976» 

767 

-771 

776 

780 

9.997«S 



Die LogasHb^« der* hy|ierMiscli«ii Fanctionen. 



25 



'' ^ 


logSinv, iQgÖöfv 


log^V 


f . 


lor^tn^ loeraofv' 


log %QMf 


3*00 


i,pcx)78 


1,00293 


9.99785 


S»50 


1^1860 


1^1940 


9r999»i 


Ol 


OSJ4 


07»5 


789 


51 


2^96 


2373 


22 


02 


0950 


1IS7 
-1589 


793 


52 


»7gi 
3x66 


Ä?07 


24 


03 


". 1387 


797 


53 


3240 


25 


04 


1823 


2022 


301 


54 


3601 


3674 


27 


^1 


Ö2259 


02454 
2886 


99805 


55 


»4036 


24107 


99928 


06 


,2696 


809 


56 


4471 


4541 


30 


°z 


3132 
-3568 


3319 


«13 


57 


4906 


4975 


31 


08 


37SI 


817 


58 


5341 


5408 


33 


09 


.4004 


4184 


820 


59 


5776 


584» 


34 


10 


04440 


04616 


998*4 


60 


iteii 


•6275 


99935. 


II 


4876 


5049 


827 


61 


66416 


6709 


36 


12 


53ta 


5481 


831 


62 


7080 


7143 


38 


13 


5748 


5914 


834 


63 


7515 


7576 


39 


14 


-6184 


.1^347 


837 


64 


7950 


8oio 


40 


15 


(SS620 


06779 


99841 


H 


2838s 


28444 


99941 


16 


7056 


7212 


844 


66 


.8820 


«878 


42 


17 


749^ 


7645 


-847 


67 


^2S5 


93" 


44 


18 


79*7 


Ä078 


^50 


68 


9690 


9745 


45 


19 


83^ 


i^io 


*53 


^ 


3W«« 


30179 


46 


20 
41 


08799L 
9^35 


^09 


99856 
•859 


70 

71 


3055^ 

0994 


3ü6w 

I02)JS 


99947 
48 


22 


9670 


861 


■ 7» 


1429 


14JB0 


49 


23 


10106 


10242 


'864 


'73 


1864 


X9I4 


•50 


24 


ö^A2 


0675 


867 


74 


2299 


4348 


51 


*l 


10977- 


iiioa. 


99869 


75 • 


1^ 


32781 


99952 


^ 


1413 


J54« 


$7» 


76 


3*1$ 


53 


•27 


1849 


?974 


%5 


77 


4038 


3649 


54 


i£8 


»284 


2407 

2840 


v^7 


• 78 


4083 


55 


^29 


27»o 


.879 


• 79 


447» 


4P7 


-Jj6 


30 . 


1315^ 


I3»7|^ 

3706 


99|S» 


80 


349d> 


34951 


99957 


3" 


3S9J 


«4 


81 


534* 


S3«4 


'57 


3* 


4026 


4! 39 


886 


82 


§t77 


5818 


58 


33 


4461 


457} 
5006 


^9 


83 


6hi 


6252 


59 


34 


4897 


|9' 


84 


6646 
3x081 


6686 


60 


3| . 


6203 


15439 


99893 


85 


37120 


99961 


36 


i^7^ 


895 


86 


7'Sli 


7554 


61 


37 


0306 


897 


87 


7950 


7988 


62 


38 


6638 


6739 


899 


88 


8J85 


8422 


!3 


39 


7073 


717» 


9pi 


-89 


I8t9 


8856 


64 


40 


17509^ 


17605 


99903 


90 


39254 


39^90 


99964 


' 41 


7944 


8aj9 


905 


91 


9^^ 


97*4 


65 


42 


8379 


847* 


907 


92 


40123 


40158 


-66 


43 


8814 


8906 


909 


^3 


0S5Ä 


05^ 


66 


44 


19685 


9339 


9" 


94 


0993- 


1025 


67 


45 


19772 


9991» 


U 


414»7- 


41459 


99968 


46 ■ 


20120 


20206 


9>4 
916 


1862 


i«93 


68 


^1 


OS5S 


o6j^ 


97 


20196. 


2327 


69 


49 


0990 
1425 


;r=i 


918 
9*9 


98 
99 


»7il 
3x66 


2761 
319s 


•70 
70 


3.50 


j^2i86o 


M1940 


9.999M 


4,00 


1^3600 


M36«9 


9.99971 



26 


Die Logarithmen der hyperboliBdien Fanctionen. 




V 


' ' 1 


log (Sof ^ 


lof %% V 


V 


lof ®tn^ 


lOf «of t^ 


logXflV 


4t<x> 


M3600 


M36J9 


9,99971 


4,50 


1,653*4 


1,65335 
5769 
6203 


9,99989 


Ol 

02 


4035 
4409 


4063 
4497 


71 

72 


51 
5» 


.5759 
6193 


89 
90 


03 


4904 


4931 
5305 


73 


53 


6627 


6637 


90 


04 


5339 


73 


54 


7062 


707J 


90 


°J 


45773 
6208 


45799 


99974 


Sl 


67496 


67506 


99990 


06 


^?|3 


74 


56 


8365 


7940 


90 


07 


6642 


6668 


75 


^l 


8374 
8808 


. 91 


08 


7077 


•7102 


75 


58 


8799 


91 


09 


75" 


7536 


76 


59 


9*34 


9*43 


91 


10 


47946 


47970 


99976 


60 


69668 


69677 


99991 


• II 


8380 


€404 


77 


61 


70102 


701 11 


91 


12 


8S15 


8838 


77 


62 


0537 


0545 


92 


13 


9249 


9272 


78 


^3 


0971 


0979 


92 


H 


9684 


9706 


78 


64 


1406 

71840 


1414 


92 


11 


5011a 


50140 


99978 


^ 


71848 


9999* 


0553 


0574 


79 


66 


'2274 


2282 


92 


17 


0987 


1008 


79 


67 


27.09 


2716 


92 


18 


1422 


1442 


80 


68 


3143 


3151 


93 


19 


1856 


i«76 


80 


69 


3577 


3585 


93 


20 


52291 


52310 


999^0 


' 70 ■• 


740« 


74019 


99993 


21 


2725 


»745 


81 


71 


'4446 


4887. 


93 


22 


3160 


•sm 


81 


1% 


4881 


93 


»3 


3594 


3613 


82 


. 73 


5315 


53**' 


93 


24 


4029 


•4047 


82 


74 


|749 


5756 


93 


»5 


54463 


5448»': 


9^982 


IS ' 


76184 


76190 


99993 


26 


4898 


49»S 


1^ 


76 


6618 


6624 


94 


,?n 


533* 


5349 


S3 


71 


7052 
7487 


7059 


94 


.28 


5767 


5783 


53 


7« 


7493 


94 


-29 


6201 


6217 


84 


79 


79*1 


79*7 


'94 


30 V 


56636 


5665» 


999«4 


: '8ö 


7|355- 


78361 


99S^ 


31 


7070 


7086 


84 


81 


8790 


8796 


94 


3» 


7505 


75*0 


!5 


82 


9225 


P^ 


94 


33 


7939 


7954 


85 


83 


9658 


94 


34 


!ri 


8|88 
58821 


85 


S4 


80093 


80098 


95 


II 


58808 


99986 


li 


80527 


80512 
0967 


99995 


9142 


9256 


86 


0962 


95 


37 


,9677 


9691 


86 


* 87 


1396 


1401 


95 


38 


60111 


60125 


86 


88 


i8?o 
2265 


I8J5 
2269 


95 


39 


0546 


0559 


87 


89 


95 


40 


60980 


60993 


99§87 


90 


82699 


82704 


99995 


41 


1414 


1427 


87 


9» 


3133 

3568 


3138 


^5 


42 


1849 


1861 


87 


9» 


357* 


95 


43 


22»3 
271$ 


2296 


88 


93 


4002 


4006 


^1 


44 


2730 


88 


94 


4436 


4441 


96 


45 


6315» 


63164 


99988 


95 


84871 


8487s . 


99996 


46 


3587 


3598 


88 


96 


5305 


5309" 


^ 


47 


40KI 


403» 
4W- 


89 


97 


5739 


m 


^ 


48 


4455^ 


«9 


98 


fl74 


^ 


49 


4890. 


4901 


«9 


99 


6608 


6612 


96 


4.50 


»,65324 


1,65335 


9,99989 


5,00 


1,87042 


1,87046 


9,99996^ 



I>ie Loguithmen d«i hypeibolUchea Fanctionen. 



V 


7, 




s.°° 


T.8T04» 
7476 


■1,t 




79" 


79« S 


OJ 


«345 


8349 




8780 


8783 


i 


89114 


89»i7 


9648 


9651 




90083 


90086 


08 


0517 


0510 


°9 


0931 


09SS 


J? 


'•£ 


';«! 


>3 


Sü 


s 


14 


3W3 


3116 


;i 


935S7 


93560 


399» 


3994 


17 


44>6 


44*9 


IB 


.4860 


4863 


«9 


sm 


5197 


" 


H^l 


«ffi 


>» 


.*S97 


.6600 


»3 


^ 


'.;a? 


»7 


mßo 


97903 


Ä 


■-«337- 
-8771- 


-aS 


9^1 


.3«^ 


»9 


1,99638 


i>9964o_ 


3° 


IJSÄ71 


l,ab054\ 


i« 


^06 


'-0508 


■. J» 


■0941 


■ 094J- 


' 33 
34' 


;ig 


\Sl 


P 


Igt 


ms 


37 


JIU 


3114 


38 


1547 


Kl! 


■ 39 


398. 


40 


Q44IS 


04*17 


4' 


4849 


48(1 


.4a 


J»«4 


srfs 


43 


J718 


S7»o 


44 


4;g 

7M1 


7013 ■ 


8 


745S 


■ 74S7- 


7890 


7891- 


4« 


«3*4 


831s 


J,S° 


1^8758 


»/jereo 




V 


®my 


«ofg/ 


M- 


SteV 

0,5211 


M«'' 


V 


t."7S» 


«.,, 


(,_0O 


0,0Q0O 


1,0000 


0,50 


1,1176 


1,00 


'ii 


OT 


COOll 


axa 


S' 


Sit 


1J19 


05 


1 


<n 


0300 


OOOJ 


S3 


SS 


'S 


4«)8 


T374 


04 


0400 


0008 


54 


1494 


»0 


69II4 


«107 


°j. 


r 


»1 


lä 




IS 


•S 
1° 


8884 
".9709 


07 


0701 


oo»5- 


57 


1669 


35 


799" 


1,0581 


08 




OOJl 


58 


6.,. 


17 jo 




',9043 


1509 


09 


0901 


0041 


59 


614g 


1791 


4S 


».0141 


1488 


Jt 


I^ 


S 


60 
61 


6367 

6jls 


I8SS 
1919 


-so 

u 


SS. 


'ß 




110; 




61 


Mos 


.9t4 


!7S4 




'j 


1JQ4 


0085 


6j 


7090 


K>SI 


6s 


7904 
«.943» 




il 




IUI 


1 




70 


1,9641 
1.1075 




170» 


"g 


67 


■ '¥■ 


ijjo- 


85 


3,1013 


.585 


18 


I8I0 


68 


1401 


-90 


1681 


4" 77 


19 


igii 


om 


S9 


746< 


1476, 


9J 


441» 


5S5S 




»ij 


oaoi 


70 


7586' 


»55» 


1,00 


M9 


V6ia 




Sl 




71 




1618 


05 


JÄ96 


3-W83 




SS 


7» 


B 


1706 ■ 




4,«»9 


4.1441 


*^i 


tJM. 


73 


178s 


"S 


»14* 


4,7966 


14 




3S 


74 
75 


■r 


.8*5 

»947 


as 


^U 


0340 


76 


-iiä; 


lOJO 


.30 


4.«ro 


S,037» 


»7 


WB- 


«3*9 




3114 


« 


3 


»905 


lg 

'■"«9 


I8i7 
»941. 


3?i 


78 
79 


S 


i;n 


4P 
'4J 


5569 
SWl 


30 
31 

31 




i 


80 
81 
81 
I3 


S8ti 

901s 




SO 
6S 


7.«4»7 


7,1 "»1 


34 


34« 


^ 


*4 


94*1 


J740 


70 


4061 


471S 


U 


^s 


u 


95t" 


183s 


75 


7.7«»4 


7.8S31 


0655 


9700 


393» 


80 


8,i»«9 


8,1517 


V 


378s 


<*9X 


*7 


0.99*1 


S 


«5 


8,6150 


8*718 


1; 


3891 


0731 


18 


90 


rs 


9,1146 




077D 


•9 


1,0111 


4119 


95 


9,5791 


40 


4108 


oSil 


90 


M(5 


4311 


1/» 


10^179 


10,*677 


41 


tx\6 


o8s» 




0409 


4414 


OS 




10,5814 


4* 


«»S 


o«95 


91 


OSM 


S 




ll,iai5 


.43 


44M 


3! 

lOJO 


93 


0700 


"S 




44 


AI 


94 


■ 0847 
0995 


Sli 


10 

»s 


I^*7p 


4«4 




"44 


49T3 


30 


IJ.S3T9 


*z 


Sl 


1125 


97 


"94 


5085 


JS 


14^58 


14,1689 


,4« 


"74 


9* 


,446 


S'99 


40 


;t?ä: 


49 


5098 


i"S 


99 


■598 


SII4 


45 


"5.7343 





















29 


: 


0UI V' 


Cof 1// 


V^ 


@in V 


(Scf 1// 


1 

Q 


" 1 




1) 




16,5728 


6,00 


201,7132 


201,7156 


0,0 


0,000 


0,0 


0,000 


I 


17,39^3 


174210 


05 


212,0553 


212,0577 


1 


054 


1 


112 


iM«S5 


i8,J»8 


10 


222,9278 


222,9300 


2 


107 


2 


223 


65 


19^**43 


19,2503 


15 


234,3576 


234,3598 


3 


160 


3 


3*2 


70 


*o,«i3 


20^1^360 


20 


246,3735 


246,3755 


4 


213 


4 


428 


75 


21,2488 


21,2723 


25 


259,0054 


259,0074 


5 


264 


5 


S 


lo 


*»fS394 


22,3618 


30 


272,2850 


272,2869 


6 


314 


6 


»5 


»3^59 


23,5072 


35 


286,245s 


286,2472 


7 


363 


7 


678 


9> 


24^1 


24,7U3 


40 


300,9217 


300,9233 


8 


41J 


8 


74a 


»5 


*5»958i 


25,9773 


45 


316,3504 


316,3520 


0,9 


456 


0,9 


797 


If» 


«7r»899 


27,3Q8ft 


50 


332,5700 


332,5716 


1,0 


500 • 


«,o 


h^ 


05 


28,6900 


28,7074 


55 


349,6213 
367,5469 


349,6228 
367,5483 


I 


542 


1 


880 


10 


J0,i6i9 


30*1784 


60 


2 


582 


2 


910 


15 


31,7091 


31,7249 


65 


386,3915 


386,3928 


3 


619 


.3 


934 


20 


33,3357 


33,3507 


70 


406,2023 


406,2035 


4 


655 


4 


952 


H 


35,0456 
36,8431 


35,0598 


75 


427^287 


427,0300 




688 


5 


966 


30 


36,8567 


80 


448,9231 


448,9242 


6 


719 


6 


976 


35 


3«,73»8 


38,7457 


85 


471,9399 


471,9410 


7 


748 


7 


984 


40 


40,7193 ■ 40»73i6. 


90 


496,1369 


496,1379 


8 


V^ 


8 


989 


45 


41,8076 ; 4^,8193 


6,95 


521,5744 


521,5754 


1,9 


800 


i»9 


993 


50 


45,0030 45/OI41 


7,00 


548,3161 


548,3>7o 


2,0 


823 


^0 


995 


55 


47,3109 ! 47,33ti5 


05 


576,4289 


576,4298 
605,9839 


1 


843 


1 


997 


60 


49,7371' 49,74^4 


10 


605,9831 


2 


862 


z 


998 


H 


5M877 


52,2973. 


15 


637,«S26 
669,7150 


657,0534 
669,7157 


3 


879 


3 


999 


70 


54,9690 


54,9781 


20 


4 


895 




logr(a) 


75 


57,787«! 57,7965 


25 


704,0521 


704,0528 


5 


908 


-h 


to 


60,7511 


60,7593 


30 


74o,Ä497 


740,1504 


6 


921 


1,01 


0,9975 - 1 


^5 


63,8663 


63,8741 


35 


778,0980 


778,0986 
817,9925 


7 


931 


02 


9951 


90 


67,1412 


67,1486 


40 


817,9919 


8 


941 


03 


9928 


M5 


70^5839 


70,5910 


45 


859^313 


859,9318 


2^9 


950 


•04 


9905 


1;» 


74,2032 


74,2099 


50 


904P210 


904,0215 


3,0 


957 


■U 


^p 


•y 


78,0080 


78,0144 


55 


950,3711 


950,3716 


» 


963 


^62 


10 


82,0079 


82,0140 


60 


999,0976 


999,09^1 


2 


969 


10 


9783 


J5 


86,»i28 


86,2186 


65 


1050,323 


3 


974 


15 


9699 


20 


90,6334 
95,2805 


90,6389 


70 


1104,174 


4 


978 


20 


9629 


»$ 


95,2858 


75 


1160,786 


i 


982 


»5 


9573 


30 


100,1659 


100,1709 


80 


1220,301 


985 


30 


9530 


35 


105,3018 '105,3065 


ß.s 


1282,867 


7 


987 . 


35 


9500 


40 


110,7009 iio,7ö5if 


90 


1348,641 


8 


990 


40 


9481 


45 


116,3769 '116,3812 


7,95 


1417,787 


3,9 


991 


45 


9473 


50 


122,3419 '122,3480 
128,6168 128,6207 


«760 


1490479 


4,0 


993 


50 


^U 


55 


05 


1566,698 


1 


994 


-g 


9488 


60 


155,2114 1354'^ 


10 


1647,234 


2" 


995 


9511 


^5 


14^^440 142,1475 


W 


1731,690 


3 


996 


'ft5 


9543 


70 


1494320 1494354 


20 


1820,475 


4 


997 


70 


9584 


75 


157/5938 157,0969 


r- 2,5 


1913,813 
20«i,93^ 


5 


998 i 


75 


--- 9633 


80 


165,1482 165,1511 
173,6158 173,6186 


3P 


6 


998 ■ ~ 


.80 
^5 


9691 


85 


35 


.2115,090 


7 


998 


9757 


90 


»82,5173 182,5201 


40 


2223,533 


y 


999 


90 


9831 


9S 


191,8754 191,8780 


45 


2337,537 


9 


999 


95 


9912 


s=s 






» 




99 


9982 



30 Zahlenwerthe and Logarithmen h&aflg yorkommender Aasdrücke. 


Ausdcack 


ZaUenwerth 


Log. 


Aasdruck 


ZahlenweiTth 


I-og. ^ 


V2 


1,4142 


0,1505 


Vi - 


- 0,7071 


0,84.95— X 


ya 


«,73*05 


0,2386 


V* 


0,57735 


0,7614—1 


v^ 


2,2361 


0, 3495 


Vi 


0,447» • 


0,6505 — I 


V6 


«,4495 . 


0,3891 


■ VT 


0,408 »5 . 


0,6109 — I 1 


3 

VT 


1.^599 


0, 1003 


VT - 


0,7937 


0,8997—1 


9 

VT 


1,44225 


0,1590 


VT . 


- 0,6934 


0,84x0—1 


■s 

]/5 


1,7100 


0,1330 


3 

V* 


0,584« 


0,7670—1 


VT 


1,8171 


o,*594 


3 

VT 


. 0,5503 


0,7406—1 


n 


3/UI6 


0,49715 


1: n 


0,31831 


0,50285 — I ; 


In 


6,283» 


0,798» 


i:2n 


0,15915 


0,2018 — I 


An 


12,5664 


1,0992 


i'.in 


0,07958 


0,9008 — 2 


ni2 


1,5708 


0,1961 


2: n 


0,6366 


0,8039 1 


n:A 


0,7854 


0,8951—1 


4 : n 


1,273» 


0, 1049 


7r:3 


1,047» 


0,0200 


3 : TT 


0,9549 


0,9800 — I 


27r:3 


2,0944 


0,3211 


3: 27r 


0,4775 


0,6789—1 


47r:3 


4,1888 


0,6221 


3:47r 


o,»387 


0,3779—1 


A:Zn 


0,4244 


0,6278—1 


3;r:4 


»,3562 


0,37»» 


7t: 6 


0,5236 


0,7190—1 


, 6 : TT 


1,9099 


0,2810 


n* 


9,8696 


0,9943 


l:7r* 


0,1013 


0,0057 — I 


V^ 


1,77245 


0,2486 


yi vn 


0,564» 


0,7514—1 


V^ 


.1,4646 


0. 1657 


yi: n 

• 


o,i8»8 


0,8343—1 


yn:Q 


0,8060 


0,9063—1 


y^:n 

'S 


i,»407 


0,0937 


yun 


4,8360 

0,0174533 
0,0002908882 

0,0000048481 


0,6845 
0,2419—2 

0,4637—4 
0,6856—6 


1 180 


0,2068 

57, »958 

.^437,75. ^ 
2^6264,81 


o,3i5'5-I 


*''^ -180 

arci'ss " 
10800 


arclo - n 
1 10800 
arcl' n 
1 648000 


1.758 1 
3*5363. 


"^'^ 648000 


arol^' . n 


5,3144 


e 


2,7182818285 


0,4343 


1 :e 


0^367879441» 


o,56Jr— I 



TT »3; 141592654 
logn 10 ^ 2,3026 
logn 10* 



log TT = 0, 

logn 10* = 
= 9,2103 



497149» logn n ^ 1,1447299 
= 4,6052 logn lO« «» 6,9078 
logn 10» =- 11,5129 



Bfttionale Dreiecke. 



31 



a 


h 


acos/9-(~&co8«(ssc 


F 


a 


^ .. 


r 


4 


3 


5 


6 


530 f 48- 


idPSZ' 12" 


90« 


0' 0" 


U 


S 


13 


30 


67 22 49 


22 37 II 






8 


IS - 


17 


60 


28 4 21 


61 55 39 






»4 


.7 


»5 


84 


73 44 »3 
43 30 »0 


16 IS 37 






20 


21 * 


29 


210 


46 23 50 






40 


9 


41 


i8a 


77 19 " 


12 40 49 




/# 


IX 


35 


37 


210 


18 ^s 29 


71 4 3» 




n 


6o 


II 


61 


330 


79 36 40 


10 23 20 






28 


45 


53 


630 


3» 53 »7 


58 6 33 




ft 


56 


33 
13 


P 


546 


59 »9 »3 
81 12 9 


30 30 37 
8 47 51 






16 


63 


65 


504 


14 15 


75 45 






4« 


55 


73 


1320 


41 6 43 


4« 53 17 






80 


39 


89 


1560 


64 39 


*5 59 M 






112 


15 


"3 


840 


82 22 19 


7 37 41 






36 


77 


8S 


1386 


»5 3 *7 


64 56 33 






7» 


65 


; 97 


»340 


47 55 30 
83 16 I 


42 4 30 






144 


17 - 


»45 


1224 


6 43 59 






20 


99 


10 1 


990 


II 25 16 


78 3444 






60 


91 


109 


2730 


33 »3 S^ 
69 59 3 


56 36 5 




• 


140 


51 


149 


3570 


20 S7 






180 


»9 


I8i 


17x0 


83 58 28 


6 I 32 






44 


117 


«S 


»574 


*o 36 35 


69 23 2S 






88 


10s 


»37 


4020 


39 57 58 
67 22 49 


SO 2 2 






15 


n 


9 


+ 5 


84 


53 7 48 


59 


29 23 


IS 


13 


9 


- 5 


»4 


112 37 II 


53 7 48 


»4 


IS 


37 


«3 


35 


+ 5 


240 


67 22 49 


18 SS «9 


93 


41 43 


37 


»3 


35 


- 5 . 


180 


112 37 II 


18 SS 29 


48 


27 20 


37 


IS 


35 


+ 9 


264 


53 7 48 
126 52 12 


18 55 29 


107 


56 43 


37 


15 


35 


- 9 


»56 


i8 SS »9 


34 


12 19 


53 


51 


28 


+*4 


1170 


6» 55 39 


58 633 


59 


57 48 


53 


51 


28 


-24 


.90 


118 4 21 


58 6 33 


7I 


49 6 


Si 


«5 


45 


+ 7 


624 


73 44 *3 


28 4 21 


II 16 


51 


»5 


45 


- 7 


456 


106 IS 37 


28 4 21 


45 


-40 2 


75 


29 


72 


4-20 


966 


46 23 50 
»33 3^ »0 


16 IS 37 


117 


20 33 


75 


29 


72 


— 20 


546 


16 IS 37 


30 


8 13 


H5 


»5 


»43. 


+ 7 


1800 


73 44 »3 


9 3» 38 


f^ 


43 59 


HS 


»5 


»43 - 


- 7 


1632 


106 IS 37 


9 31 38 


- 64 


12 45 


lOI 


»9- 


99 


4-21 


1200 


43 36 »0 

13^ n 50 


II 2S 16 


124 


58 34 


101 


»9 


99 


—21 


780 


II 2S 16 


3J 


10 54 


401 


41 


399 


+ 9 


8160 


77 19 »» 


5 43 »9 


^ 


57 20 


401 


41 


399 


- 9 


7800 


102 40 4? 


5 43 *9 


• 71 


35 41 


»95 


«93 


99 


+95 


16296 


60 30 46 


59 »9 »3 


59 


59 51 


'95 


193 


99 


-95 


336 
3360 J 


119 29 14 


59 »9 »3 
8 10 16 


I 


J *5 


*97 
»97 


53 


»95 


+45 


3» 53 »7 


139 


56 17 


1? 


»95 


-45 


2100 ^ 


14g 6 33 


8 10 16 


II 


43 »0 


*9 


9» 


+ 11 


3060 


79-36 40 


33 »3 55 


59 »5 




61 


91 


-II 


2400 


100 23 20 


n *?JL- 


4*. 


12 45 


ES 


v(i+»») 


(*-hy)(»y-i) 






2y:Ci-Hf») 
=» sin /? 


2(.-l-v) («v-l) 




k 


(1+»»)(1+»«) 




■ 






I 








•e gin Y 






32 


l 






Secktwinkiige Dreiecke. 










c«= 


1 


l 2 


3 


. 4 ^ 


5 




« 


h 


fl b a 


b 


a 


\ h i a 


' 6 


1 


I» 


0,999« 


0,0175 


''^Z 


°'S,1 


2,9995 


0,0524 


3.9994 


0)0698 


4,9992 


0,0873 


89«^ 


2 


^ 


0349 


9988 


9982 


1047 


9976 


1396 


9970 


. «745 


88 


3 


°l*i 


9973 


1047, 


9959 


1570 


9945 


2093 


993« 


2617 


87 


4 


9976 


0698 


w 


1395 


99*7 


2093 


9903 


.2750 
3486 


9878 


3488 


86 


i 


9962 


0872 


9924 


1743 


9886 


2615 


9848 


9810 


4358 


85 


9945 


1045 


9890 


2091 


9836 


3136 


9781 


4181 


9726 


5226 
6093 


84 


7 


99*5 


1219 


9851 


2437 


9776 


3656 


9702 


4875 


9627 


83 


8 


9903 


1392 


9805 


■ »783 


9708 


4175 


9611 


5567 
6257 


95«3 


6959 


82 


9 


9877 


1564 
1730 


^ 


3129 


963:1 


4693 


9508 


9384 


7822 


81 


lO 


9848 


3473 


9544 


5209 


939* 


6946 


9*40 


8682 


Bo 


II 


9816 


1908 


9633 


3816 


9449 


57*4 


9265 


7632 


9081 


0,9540 


79 


12 


9781 


2079 


9563 


4158 


9344 


6237 


9126 


8316 


8907 


«/>396 


78 


13 


9744 


»25Q 


9487 


' 4499 


9231 


6749 


8975 


8998 


8718 


1248 


77 


14 


9703 


2419 


9406 


■ 4838 


Q109 
8978 


7a|8 

77§5 


8812 


0,9677 


8515 


2096 


76 


15 


9659 


2588 


9319 


. 5176. 


8637 


1.0353 


8296 


2941 


75 


i6 


9613 


2756 


9225 

9126 


5513 


883» 


8269 


8450 


1025 


8063 


3782 


74 


17 


9563 


2924 


5«47 


8689 


8771 


8252 


1695 


7815 


4619 


73 


1% 


95" 


3090 


9021 


6180 


8532 


9271 


8042 


2361 


7553 

7276 


g^S 


7* 


19 


9455 


3*56 


8910 


6511 


8366 


o;97Ö7 


7821 


3023 


7« 


20 


9397 


3420 


8794 


6840 


8191 


1,0261 


7588 


3681 


6985 


7101 


70 


21 


9336 


3584 

3740 


8672 


7167 


8007 


0751 


7343 


• 4335 
4984 


6679 


7918 


69 


22 


9272 


8544 


7492 


7816 


1238 


7087 


6359 


8730 


68 


«3 


9205 


S907 


8410 


7815 


.7615 


1722 


6820 


56*9 


6025 


1/9537 


67 • 


24 


9135 


4067 


8271 


8135 


7406 


2202 


6542 


6269 


5677 


*>0337 


66 


as 


8988 


4226 


8126 


8452 


7189 


2679 


6252 


6905 


53*5 


1131 


f^ 


26 


4384 


7976 


8767 


6964 


3151 


595* 


7535 
8160 


4940 


1919 


64 


»7 


.8910 


4540 


7820 


9080 


673p 


3620 


5640 


4550 


2700 


fi 


28 


8829 


4695 


7659 


o^M 


6488 


4084 


5318 


8779 


4147 


3474 


62 . 


»9 


4848 


7492 


6239 


4544 


4985 


«,939* 


373« 


4240 


61 


30 


8660 


5000 


7320 


[1,0000 


5981 


5000 


4641 


2,0000 


330« 


5000 


60 


31 


«57« 


5150 


7143 


0301 


5715 


5451 


4287 


06a» 


2858 


575* 


^2 


3» 


848a 


5*99 


6961 


0598 


544« 


5898 


39** 


1197 


2402 


6496 


58 


33 . 


8387 


5446 


6773 


0893 


5160 


6339 


3547 


1786 


«954 


7*3* 


^l 


34 


8290 


559a 


6581 


1184 


4871 


6776 


3162 


2368 


1452 


7960 


56 


35 


8192 


5736 


6383 


1472 


4575 


7207 


2766 


«943 


0958 


8679 


55 


36 


^ 


l^7f 


6180 


X756 


4271 


7634 


2361 


35" 


4,04Si 


*r9389 


54 


37 


7986 


601» 


5973 


1036 


3959 


8054 


«945 


4073 


3.993* 


3,0091 


53 


38 


7880 


6157 


5760 


23n 


3640 


8470 


1520 


4626 


9401 


0783 


5* 


39 


7771 


62^3 


5543 


2586 


3314 


8880 


1086 


5173 


8857 


1466 


5« 


40 


766a 


6428 

9 


5321 


2856 


2981 


•9*84 


0642 


571* 


8302 


*i39 


50 


41 


7547 


f56i 


5094 


3«*i 


2641 


1^9682 


3,0188 


6242 
6765 


7736 


2803 


tl 


4* 


.7431 


6691 


4863 


. i38s 


:2294 


2^0074 


2,97*6 


7157 


3457 


43 


73M 


^20 


4627 


i 3f40 


1941 


0460 


9*54 


7280 


6568 


4100 


^l 


44 


7193 


6947. 


4387 


; 3894 1580 


0840 


8774 


7786 


5967 


4733 


46 


45 


0,7071 


(^7071 


MH* 


I4I422.IZI3 2,f2T3 


2,8SÄf 


2,8284 


tfS^55 


3'535f 


45 




a 


6. 


M h ah 


a \ b 


a 


6 ! a 




] 


[ 


2 


> 

4 


3 




4 


[ 




> 





Kecfatvinklige Dreiecke. 



a 


fl 


a 





1 a 


b 


a 


b 


a 


J^ 


" 


L 


l" 


^'???' 


0,1047 


6,9989;o,lMi 


7.9988 


0.1396 


8.9986 


0,1571 


9.9985 


o.'74S 


b 




9963 


KJ94 


9957 


SS 


995« 


»79» 


W. 


3141 


9939 


3490 


«8 


J 


P» 


Ä 


K 


9890 
9«oS 


4187 


ffil 


9iSj 
9756 


e« 


S 


l 


977» 


SS 


9734 


9696 


9658 


7844 


9619 


0,8716 


8s 


967« 


9617 


73>7 


95S» 


8]6i 


9507 


0,940g 


945» 


',0453 


>i 


7 


9SSJ 


73" 


9478 


853" 


9404 


°.975o 


9319 


1,0968 


,9» 55 


"87 83 


8 


9416 


8350 


93 "9 


0.9741 


9MI 


'."34 


9114 


1526 


?% 


39'7a» 


9 


9»6i 


0,9386 


e 


i,09io 


9015 


»5'5 


889, 


4079 


56438' 




90B8 


1,0419 


"55 


878s 


389» 


8633 


56»8 


8481 


7365 |8o 


,, 


s 


1449 


8714 


3357 


8530 


i 


8346 


7173 


gi63 


1,9081 ,79 




»47S 


8470 


4554 


82s» 


8033 


1,871» 


7815 


»,079' '78 


13 


»46» 


3497 


8106 


SS 


795° 


7691 


1,0146 


7437 


»495 77 


14 


Sil« 


4S>5 


79" 


7614 


1.9354 


73»7 


1773 


7030 


4191.76 


;i 


7p6 


i'S 


SS 


8117 
1^04« 


7274 
6901 


1,0706 

loil 


6933 
65.4 


3194 


ISi 


S:3 


17 


7378 


JS'U 


«94> 


6104 


3390 


6067 


5630 


».9»J7i71 


Ig 


7063 


8541 


tut 


163' 


6084 


47»i 


5595 


7BIZ 


i.=6 


3,0901 j7i 


«9 


6731 


«.9534 


nga 


5642 


^l 


S097 


i,9)oi 


SIS 


»557,71 




6381 


»,05« 


5779 


3941 


S«75 


457» 


3,0781 


410170 


11 


60.5 


1501 


S3J' 


5086 


4686 


8669 


4™» 


»»53 


3358 


5837 69 




563' 


»476 


4903 


SzM 


4«75 


1,9969 


3447 


3715 


27' 8 


7461 168 


»1 


J130 


3444 


4435 


7351 


3640 


J.i»S8 


»84s 


ii66 


WJO 


J.9073 ,67 


H 


4813 


44°4 


3948 


847» 


3084 


»539 


1119 


6606 


9,0631 


4.067466 


H 


4378 


|JS7 


344* 


l%i 


150S 


3809 


,;68 


8oj6 


116» 55 


16 


3918 


63<» 


Z916 


i9<4 


S070 


oS9> 


3.9453:8,9879 


383764 


»7 


3460 


Jt^S 


JIS? 


1779 


1180 


63 -9 


8,0191 


4,0859 




5399 63 


iS 


»97? 


rf63 


7,°636 


755B 


'« 


«S» 


8295 


6wi6» 


^ 


»477 


»,9089 


'"3 


3937 


6,9970 


3.8785 


3633 


äS; 


4,848. '61 


jo 


1961 


3,0000 


o6la 




9»8i 


4,0000 


794» 




S.oooo|6o 


3' 
3» 


^3^3 


0901 
'79S 


6,0001 
S.9363 


6os3 

7094 


;ei 


i»o3 

»394 


7'45 
63»4 


£ 


a;; 


'^S 


3J 


5^320 


1678 


8707 


giij 


7094 


3571 


5480 


4,9018 


3867 


44*4157 


34 


4r974i 


355» 


80JJ 


3,9144 


63»3 


4735 


4613 


'■ZI 


1904 


J9i9]i6 


äl 


9149 


44'S 


ut; 


4^150 


553» 


S886 


37».! 


1915 


7358.55 


85*1 


«67 
E109 


'"45 


47" 


7013 




1901 


Ä 


5,8779:54 
6,0181 '53 


37 


79' 8 


5904 




389« 


8.4s 


1B77 


4163 


38 


7»8i 


6940 


5161 


3096 


3041 


4.9» 53 


7.09" 


^9 
785. 


8801 


15665» 


39 

40 


6619 
5963 


VS 


IG 


4051 
4995 


.184 


5,0346 ;6,9943 
1413 8944 


JS 


»93» 5' 
4»79 50 


41 


S183 


3.9364 


sj; 


5914 


6,0377 


»485 79»4 


ä.9°45 


547' 


S8 


4* 


4589 


4,0148 




6B39 


5.945» 


3SJO 6883 
4560 5B21 


S,OZl» 


43 '4 


43 


38B1 


iM^l 


"95 


7740 


8508 


1380 


313s 


B20047 


44 


J160 

*.*4l6 


isa 


8626 
4,9497 


sK 


5,^?6^!6,t6^ 


eS 


1934 
7.0711 


6,946646 
7,0711145 




'Jl 


b a \ b 


a \ ö \ a \ b 


-VTTT.- 






B 




7 




S 




9 


1 








34 



d 


du 


id^-7i 


d* 


d* 


yn 


3 




3»i4i6 
6,2832 


0,7854 


1 


I 


1,0000 


1,0000 


2 1 


3,1416 


4 


8 


414» 


»599 


3 


9,4248 


7,0686 


9 


27 


1,73»! 


44»» 


4 


12,5664 


12,5664 
19,6350 


16 


64 


2,0000 


5874 


5 


15,7080 


*5 


216 


2361 


710© 


6 


18,8496 


^,2743 
38,4846 


36 


4495 


8171 


7 


21,9911 


n 


343 


6458 


1,9129 


8 


25,13*7 


50,2655 
03,6173 


51» 


2,»284 


2,0000 


9 


»8,2743 


81 


729 


3,0000 


0801 


lO 


31,4159 


78,5398 


100 


1000 


1625 


»544 


II 


34,5575 
37,699" 


95,033» 


121 


133« 


3166 


2240 


12 


113,0973 


144 


1728 


t^l 


2894 


»3 


40,8407 i 


I3»,73»3 


109 


»197 


3513 


14 


43,9823 


153,9380 
176,7146 


196 


»744 


7417 


4101 


IS 


47,1239 


225 
156 


J375 
4096 


3*8730 


4662 


i6 


50,2655 


201^619 


4,0000 


5198 


17 


534071 


226,9801 


289 


4913 


i»3* 


5713 


i8 


56,5487 


»54^4690 


3»4 


583» 
6859 


2426 


6207 


19 


59,6903 


283,5287 


361 


3589 


6684 


20 


62,8319 


346,3606 


4D0 


%X)0 


4721 


7144 


21 


65,9734 


44* 


9261 


5S26 


7589 


22 


69,1150 


380,1327 


484 


io6d8 
12167 


6904 


8020 


^3 


72,2566 


4154756 


5»9 

576 


7958 


8439 


24 


75,3982 


452,3893 
490,8739 


13824 


4,8990 


8845 


*l 


78,5398 


f*l 


15625 


5/xxx> 


9240 


26 


81^6814 


530,9292 


676 


17576 
19683 


0990 
1962 


»,962s 


27 


84,8230 


57»,5553 


729 


3,O00Q 


28 


87,9646 


615,7522 


784 


a»952 


»915 


0366 


»9 


91,1062 


660,5199 


841 


24389 


385» 


o7»3 


30 


94»a478 


706,8585 
7S4r7676 


900 


27000 


477» 


1072 


31 


97,3894 


961 


29791 


5^78 


1414 

174« 


3» 


100,5310 


804,2477 


1024 


3*768 


6569 


33 


103,6726 
100,8142 


855,2986 


1089 


35937 


7446 


2075 


34 


907,9*03 


1156 


39304 


8310 


2396 


3? 


I09,9SS7 


962,1128 


1225 


42875 


5,9161 


2711 


36 


"3,0973 
116,2389 


1017,8760 


1296 


46656 


6yOooo 


3019 


37 


1075,2101 


1369 


50653 


0828 


33»» 
3620 


38 


119,3805 


"34,"49 


1444 


54872 


1644 


39 


122,5221 


1194,5906 


1521 


593>9 


2450 


3912 


40 


125,6637 


1256,6370 


1600 


64000 


3246 


4200 


41 


128,8053 


1320,2543 


168 1 


68921 


40^1 


4482 


42 


131,9469 


I385r44»4 


1764 


74088 


4807 


4760 


43 


135,0885 


1452,2012 


1849 


79507 


5574 
63J2 
7082 


5034 


44 


138,2301 


1520,5308 


1936 


85184 


5303 


45 


141,3717 


15904313 


2025 


91125 


5569 


46 


144,5133 


1661,9025 


2116 


97336 


7823 


5^0 


47 


147,6549 


1734,9445 


2209 


103823 


J^S^ 


6q88 


48 


»50,7964 


1809,5574 - 


2304 


11059» 


6,9282 


634» 


49 


153,9380 


1885,7410 


2401 


117649 


7,0000 


^P^ 


SO 


157,0796 


1963,4954 


2500 


125000 


7,0711 


68I40 



35 



d 


dn 


\d^n 


d* 


d» 


1/4 


3 

Yd 


51 


160,2212 


2042,8206 


2601 


13»65> 


7/I414 


3^7084 


5* 


163,3628 


2123,7166 


2704 


140608 


2111 


73»5 


53 


166,5044 
169,6460 


2206,1834 


2809 


148877 


2801 


7563 


54 


2290,2110 


2916 


157464 


3485 


7798 


% 


172,787^ 
i75r9*9Ä 


»375r8»94 
2463,0086 


30»5 
3x30 


166375 
175616 


4162 
4«33 


8030 


57 


179,0708 


»55I/7586 


3249 


185193 


5498 


8485 


5« 


182,2124 


2642/5794 


3364 


195"» 


6158 


8709 


59 


I8S/3540 


»733*9710 


34«? 


»05379 


6811 


8930 


61 


i88,a^ 
191.0372 


»827/4334 
2922,4666 


3600 

37»! 


216000 
226981 


7460 
8102 


9149 
9365 


62 


194/7787 


3019,0705 


3844 


238328 


8740 


9579 


^3 


197/9*03 


3117,2453 


3969 


250047 


7/9373 


3r979i 


64 


201,0619 


3216,9909 


4096 


262144 


8,0000 


4,0000 


^ 


204,»035 


3318,3072 


4225 


274625 


0623 


0207 


66 


i07,345i 


3421,1944 


4356 


287496 


1240 


0412 


^ 


210,4867 


3525,6524 


4489 
4624 


300763 


1854 


0615 


68 


213,6283 
216,7699 


3631,6811 


31443» 


2461 


0817 


^ 


3739/»8o7i 


4761 


328509 


3066 


1016 


70 


219,9115 


3848,4510^ 


4900 


343000 


3666 


I2I| 


71 


223,0531 


3959,1921 


5041 


3579" 


4261 


1408 
1002 


72 


226,1947 


4071,5041. 


5184 


373248 


4853 


73 


»29/33^ 


4185,3868 


51»9 


389017 


5440 


1793 


74 


^32/4779 


4300,8403 


5476 


405224 


6023 


1983 


75 


235,6194 


4417,8647 


56»5 


421875 
438976 


6603 


2172 


76 


238,7610 


4536/4598 


5776 


7178 


2358 


77 


241,9026 


4656,6257 . 


S9»9 


456533 


7750 


»543 


78 


»45/044» 


4778,3624 


6084 


47455» 


8318 
8882 


2727 


79 


148,1858 


4901,6699. 


6241 


493039 


2908 


%o 


»51/3274 


5026,54iJ* 


6400 


512000 


8/9443 


3089 


81 


»54/4690 
257,6106 


5i5».9974 


6561 


531441 


9,0000 


3267 


«2 


5281,0173 


6724 


551368. 


0554 


3445 


«3 


260,7522 


5410,6079 


6889 


571787 


1104 


3621 


«4 


263,8938 


554I/7694 


7056 


592704 


1652 


37?| 


«5 


»67,0354 


5674,5017 


7225 


614.125 
636056 


2195 


3968 


86 


270,1770 


5808,8048 


7396 


2736 


4140 


«7 


273,3186 


5944,6787 


7569 


658503 


3J74 


4310 


«8 


276,4602 


6082,1234 . 


7744 


681472 


. 3808 


4480 


«9 


279,6017 


6221,1389 


7921 


704969 


4340 


4647 


^ 


2«»/7433 


6361,7251 


8100 


729000 


4868 


4814 


91 


285,8849 


6503,8822 


8281 


753571 


5394 


4979 


9* 


289,0265 


6647,6101 


8464 


778688 


5917 


5144 


93 


292,1681 


6792,9087 


8649 


804357 


6437 


53?Z 


94 


»95/3097 


6939/778» 


8836 


830584 


6954 


5468 


95 


298/4513 


7088,2184 


9025 


857375 


7468 


5629 


96 


301,5929 


7238,2295 


9216 


884736 


7980 


5789 


97 


3P4/7345 
307,8761 


7389,8113 


9409 


912673 


8489 


5947 


9« 


7542,9640 


9604 


94119» 


8995 


6104 


99 


311,0177 


7697,6874 
7853,9816 


9801 


970299 


9/9499 


6261 


iOO 


JI4/I593 


lOOOO 


1000000 


10,0000 
3* 


6416 



1 



36 



d 


dTt 


id»7r 


d« 


d» • 


Yd 


3 

yd 


lOI 


317,30 


8012 


10201 


1030301 


10,0499 


4»657o 


I02 


Z^OM 


8171 


10404 


1061208 


0995 


6723 


103 


323.58 
3*6,73 


8332 


10609 


1092727 


1489 


6875 


104 


8^95 
8659 


10816 


1124864 


1980 


7027 


105 


32^9,87 


1102? 
11236 


I 157625 


2470 


7177 


106 


333»oi 
33^.15 


8825 


1191016 


2956 


7326 


107 


8992 


11449 


1225043 


3441 


7475 


iq8 


339.29 


9161 


11664 


12597 12 


3923 


7622, 


109 


342.43 


933< 


11881 


1295029 


4403 


7769 


110 


345,58 


9503 


12100 


13310Ö0 


4881 


7914 


III 


348,72 


9677 


12321 


1367631 


5357 


8059 


112 


351.86 


9852 


12544 


1404928 


5830 


8203 


"3 


355.00 


10029 


12769 


1442897 


6301 


8346 


114 


358.14 


10207 


12996 


1481544 


6771 


8488 


"^ 


361,28 


10387 


13225 


1520875 


7238 


8629 


116 


36442 


10568 


13456 


1560896 


7703 


8770^ 


117 


367.57 


10751 


13689 


1601613 


8167 


8910 


118 


370,71 


10936 


13924 


1643032 


8628 


9049 


119 


373.85 


III22 


14161 


1685159 


9087 


9187 


120 


376,99 


II3IO 


14400 


1728000 


10,9545 


9324^ 


121 


380,13 


II499 


14641 


1771561 


1I,0000 


9461 


122 


383.27 


11690 


14884 


1815848 
1860867 


0454 


9597 


123 


386,42 


11882 


15129 


0905 


9732. 


124 


389.56 


12076 


15376 


1906624 


1355 


4,9866 


"5 


392.70 


12272 


15625 


1953125 


1803 


5,0000 


126 


395.«4 
398,98 


12469 


15876 


2000376 


2250 


OI3S 


127 


12668 


16129 


2048383 


2694 


0265 


128 


402,12 


12868 


16384 


2097152 


3137 


0397 


129 


405.27 


13070 


16641 


2146689 


3578 


0528 


130 


408,41 


13273 


16900 


2197000 


4018 


0658 


i3> 


4".55 


13478 


17161 


2248091 


4455 


0788 


13» 


414,69 


13685 


17424 


2299968 


4891 


0916 


133 


417,83 


13893 


17689 


2352637 


5326 


1045 


134 


420,97 


I4IO3 


17956 


2406104 


5758 


1172 


ns 


424,12 


H3H 


18225 


2460375 


6190 


1299 


136 


427,26 


14527 


18496 


2515456 


6619 


1426 


137 


430,40 


14741 


18769 


2571353 


7047 


'|5J 


138 


433.54 


14957 


19044 


2628072 


7473 


1676 


139 


436,68 


15175 


19321 


2685619 


7898 


1801 


140 


439.82 


15394 
15615 


19600 


2744000 


8322 


1925 


141 


442,96 


19881 


2803221 


8743 


2048 


142 


446,11 


15857 
16061 


20164 


2863288 


9164 


2171 


143 


449.25 


20449 


2924207 


11,9583 


2295 


144 


452,39 


16286 


20736 


2985984 


12,0000 


2415 


145 


455.53 


16513 


21025 


3048625 


0416 


2536 


146 


458.67 


16742 


21316 


3112136 


0830 


2656 


147 


461,81 


16972 


21609 


3176523 


1244 


2776 


•148 


464.96 


17203 


21904 


3241792 


1655 


2896 


149 


468,10 


17437 


22201 


3307949 


2066 


3015 


150 


471.24 


17671 


22500 


3375000 


^74 


3133 



Siir. 


J8»^ 


■7^5373 


oJS? 


30791 


39W4 


7761391 


071» ■ 


S'ioj 


J9601 




1067 


31410 


40000 


8000000 


141 1 



38 














d 


dn 


Id^TT 


d« 


d» 


>/T 


s 

^/d 


20I 


63146 
634,60 


3173» 


40401 


8120601 


14.1774 


5,857» 


ZOl 


320^7 

32365 
32685 


40804 


8242408 


2127 


8675 


203 

204 


637,74 
6^n,88 


41209 
41616 


8365427 
8I89664 

861512? 

8741816 

8869743 


2478 
2829 


8771 

8868 


205 


644,03 


33006 


42025 


3178 


8964 


206 


647,17 


333*9 


42436 


35*7 
3875 


9059 


207 


650,31 


33654 


42849 
43264 


9155 


208 


653,45 


33979 


8998912 


4222 


9250 


209 


656,59 


34307 


43681 


9129329 


4568 


9345 


210 


662,88 


34636 


" 44100 


9261000 


4914 


9439 


211 


34967 


44521 


9393931 


5258 


9533 


212 


666,02 


35299 


44944 
45369 


9528128 


5602 


9627 


213 


669,16 


35633 


9663597 


5945 
6287 


9721 


214 


672,30 


35968 


45796 


9800344 


9814 


215 


675,44 


36305 


46225 


9938375 
-10077696 


6629 


5,9907 


2t6 


678,58 


36644 


46656 


6969 


6,0000 


217 


681,73 


36984 


47089 


10218313 


7309 
7648 


0092 


2r8 


684,87 




47524 


10360232 


0185 


219 


688,01 


37668 


47961 


10503459 


7986 


«277 


*22Ö^ 


691,15 


38013 


48400 


'10648006 - 


8524 
8661 


0368 


221 


694,29 


38360 


48841 


10793861 


• 0459 


222 


697,43 
700,58 

705,72 
706,86 


38708 


49284 


10941048 


8997 


0550 


223 
224 


39057 
39408 


49729 
50176 


11089567 
11239414 


14,9666 


C641 

0732 


225 


39761 


50625 


113906»! ^ 
11543176 


15,0000 


(9822 


226 


710,00 


40115 


51076 


^1 ' 


0912 


227 


716,2» 


40471 


51529 


11697083 


I0O2 


228 


40828 


51984 


11852352 
12008989 


0997 


1091 


'229 


719,*^ 


4ii«7 


52441 


1337 


ii3o 


230 


722,57 


41548 


52900 


121670Ö0 


1658 


1269 


231 


725,7« ■ 


4i9»t3 


53361 


12326391 


1987 


1358 


232 


728,85 ' 


4227=5 
42638 


53824 


12487168 
12649337 


*3i5 
2643 


»446 


233 


73^.99 


54289 


im 


234 


735,iJ 


43005 


54756 


I 2812904 


2971 


loez 


235 


738,217 


43374 


55" J. 


1297787? 
13144256 


3*97 


*7K> 


236 


74M*- 


43744 


5569« 


3623 


1797 


237 


744,56 


44488 


56169 


1331*053 


3948 


I«85 


23«. 


747,70 


56644 


1348127a 
13^51919 


4272 


r97a 


239 


750,84 


44863 


57121 


4596 


205S 


240 


753r9» 


45JS9 


57600 


13824000 ' 


4919 


2145 


241 


757,«2 


45617 


58081 


1399753^ 


5242 


^31 


242 


760,27" 


45996 


58564 


1417248» 


55^3 


2317 


243 


763,4« 

766,«'. 

769,09 


46377 


59049 ' 


14348907 


58»5 


2403 


244 


4675^ 


59536 


14526784 


6205 


2488 


245. 


47144 


60025 


14706125 


65^5 


*F3 


246 


772,83 


475*9 


60516 


14886936 


6844 


2658 


247 


775,97 


47916 


' 61009 1 


15069223 


7162 


2743 


248 


779," 


48305 
48695 


'61504 


15252992 


7480 


2828 


249 


7«2,26 


62001 


15438249 
15625000 


7797 ' 


2912 


250 


7«5,4*- 


49087 


6250& 


8114 


2996 



39 



dn 



id' 



TT 



251 


788,54 


252 


791,68 


253 


794,8» 


i54 


797,96 


*55 


801,11 


256 


804,25 


»57 


807,39 


258 


810,53 


»59 


813,67 


260 


816,81 


z6i 


819,96 


262 


823,10 
826,24 


263 


264 


829,38 


265 


83»,5» 


266 


835,66 


267 


838,81 


268 


841,95 


269 


845,09 


270 


848,23 


271 


851,37 


272 


854,51 


»73 


857,65 


274 


860,80 


»75 


863,94 


276 


867,08 


»77 


870,22^ 


278 


873,36 


»79 


876,50 . 


280 


879,65 ' 


281 


882,79 


282 


885,93 


283 


889,07 


284 


892,21 


28s 


895,35 


286 


898,50 


»87 


901,64 


288 


904,78 • 


289 


907,9a. 


290 


911,0^ 


291 


914,20 


292 


917,35. 


293 


9»o,49t . 


»94 


9»3,63 


295 


9»6,77 


u^ 


: 929,91 


297 


: 933,05 • 
936,19. 


29» 


299 


939,34 


300 


f 94»,48 



49481 
49876 

50273 
50671 

5I07I 

51472 

51875 

52279 

52685 

53093 

53502 
53913 
54325 

54739 
55155 
5557» 
55990 
56410 
5683a 

5725^ 
57680 

58107 

58535 
58965 

59396 
59828 
60263 

60699 
61136 

61575 
62016 

62458 

62902 

63347 

63794 
64242 

6469z 

65144 

65597 

6605& 
66508 
66966 
67426 
67887 
68349 
68813 
69279 
69746 
70215 
70686 



d« 



63001 

63504 
64009. 

64516 

65025 

65536 
66049 

66564 

67081 

67600. 

68121 

68644 

69169 

69696 

70225 

70756 
71289 
71824 
72361 

.72900 

73441 
73984 
74529 
75076 
75625 
76176 
76729 
77284 
77841 

78400 
78961 

79524 
80089 

80656 

81225 

81796 

82369 

82944 

83521 

84100 
84681 
85264 

85849 
86436 

87025 

87616 

88209 

88804 

89401 

90000 



d3 



581325I 
6003008 

6194277 
6387064 

6581375 

6777216 

6974593 

71735I» 

7373979 

7576000 
7779581 
7984728 
8191447 

8399744 
8609625 

8821096 

9034163 

9248832 

9465109 

9683000 
99025 II 
20123648 
20346417 
20570824 
20796875 
. 21024576 

21253933 
2148495a 

21717639 

21952000 

221880^1 
22425708 
22665187 
22906304 
23149125 

23393656 
23639903 
23887872 
24137569 

24389000 
24642x71 
24897088 

25153757 
25412184 

25672375 

«5934336 
26198073 
26463592 
26730899 
27000000 



|/T 



15,8430 

8745 
9060 

9374 

15,9687 

16,0000 

0312 

0624 

0935 

1245 

1555 
1864 

2173 

2481 

27«S 

3095^ 
3401 

3707 
401a 

4317 
4621 
4924 

5227 

5529 

5831 
6132 

6433 
6733 

7033 

7332 

7631 
7929 

8226 

8523 
8819 

91x5 
9411 

16,9706 

17,0000 

0294 

0587 
0880 
1172 
1464 

1756 

2047 

2337 
2627 
2916 
3205 



6,3080 
3164 

3247 
3330 

3413 
3496 

3579 
3661 

3743 

38»^ 
3907 
3988 
4070 

4151 

4232 
431» 
4393 

4473 
4553 

4633 

4713 
4792 
4872 

4951 
5030 
5108 

5187 
5265 
5343 

54»! 

5499 

5577 

5654 

5731 
5808 

■ 5885 
5962 
6039 

611.5 

6191 
6267 

634$ 
6419 

6494 

6569 
6644 

6719 

6794 
6869 

6943 



40 



d 


dn 


id^TT 


d» 


d» 


Vd 


3 

yd 


301 


945,62 


71158 


90601 


27270901 


17,3494 


6,7018 


302 


948,76 


7163I 


91204 


27543608 


3781 


7092 


303 


951,90 


72107 


91809 


27818127 


4069 


7166 


304 


955,04 


72583 


92416 


28094464 


4356 

4642 


7240 


305 


958,19 


73062 


93025 


28372635 


7313 


306 


961,33 


73542 


93636 


28652616 


4929 


7387 


307 


964,47 


74023 
74506 


94249 


28934443 


5214 


7460 


308 


967,61 


94864 


29218112 


5499 


'M 


309 


970,75 


74991 


95481 


29503629 


5784 


3io 


973,89 


75477 


96100 


29791000 


606B 


7679 


3" 


977,04 


75964 


96721 


30080231 


^^5 


7752 


312 


980,18 


76454 


97344 


30571328 
30664297 


7824 


313 


986^6 
989,60 


76945 


97969 


6918 


7897 


314 


77437 


98596 


30959144 


7200 


7969 


3'l 


77931 


99225 


31255875 


7482 


8041 


316 


992,74 


78427 


99856 


31554496 


7764 


8113 


317 


995,88 


78924 


100489 


31855013 


8045 


8185 


318 


999,03 


79423 


101124 


32157432 


8326 


8256 


319 


1002,17 


79923 


101761 


32461759 


8606 


8328 


320 


1005,31 


80425 


102400 


32768000 


8885 


8399 


321 


ioo8,4S 


80928 


103041 


33076161 


9165 


8470 


322 
323 


1011,59 

1014,73 


81433 
81940 


103684 
104329 


333862^ 
33698267 


9444 

17,9722 


8541 
8612 


324 


1017,88 


82448 


104976 


34012224 


18,0000 


8683 


32s 
326 


1021,02 ■ 
1024,16 


82958 
53469 


105625 
106276 


34328125 
34645976 
34965783 


0278 
0555 


8753 
8824 


327 


1027,30 


83982 


106929 


0831 


8894 


328 


1030,44 


84496 


107584 


35287552 


1108 


8964 


329 


1033,58 


85012 


108241 


35611289^ 


1384 


9034 


330 


1036,73 


85530 


108900 


35937000 
36264691 


1659 


9104 


331 


1039,87 


86049 


109561 


1934 


9174 


33* 


1043,01 


86570 


I 10224 


3659436« 


2209 


9244- 


333 


1046,15 


87092 


I 10889 


36926037 


2483 


9313 


334 


1049,29 


87616 


111556 


37259704 


2757 


9582 


335 


1052,43 


88141 


I 12225 


37595375 


3030 


9451 


336 


1055,58 


88668 


112896 


37933056 


3303 
3576 


9521 


337 


1058,72 


89197 


113569 


38272753 


9589 


338 


1061,86 


89727 


114244 


38614472 


3848 


9658 


339 


1065,00 


90259 


114921 


38958219 


4120 


9727- 


340 


1068,14 


9079a 


115600 


39304000 
39651821 


^ 


9795 


341 


1071,28 


91327 


116281 . 


9864 


342 


1074,4* 


91863 


I 16964 


40001688 


4932 


6,9932 


.343 


1077,57 


92401 


117649 


40353607 


5203 


7,0000 


344 


1080,71 


92941 


118336 


40707584 


5472 


0068 


345 


1083,85 


93482 


119025 • 


4106362^5 


5742 


0136 


346 


1086,99 , 


94025 


I 19716 


41421736 


6011 


0203 


347 


1090,13 


94569 


I20409 . 


41781923 


^79 


0271 


348 


1093,27 


95115 


121104 


42144192 


Ufs 


033S 


349 


109042 


95662 


131801 


42508549 


0406 


350 


1099,56 


9621 1 


122500 


.42875000 


^083 


0473 



41 



d 


dn 


\d^7l 


d* 


d» 


^^^ 


3 


351 


1102,70 


96762 


123201 


43243551 


18,7350 


7,0540 


35* 


1105,84 


97314 


123904 


43614208 


7617 


0607 


353 


1108,98 


97868 


124609 


43986977 


7883 


0674 


354 


1112,12 


98423 


125316 


44361864 


8149 


0740 


355 


i"5^*7 


98980 


126025 


44738875 


• 8414 


0807 


356 


111841 


99538 


126736 


45118016 


8680 


0873 


357 


"21,55 


100098 


127449 
128164 


45499293 


8944 


0940 


358 


1124,69 


100660 


45882712 


9209 


1006 


359 


1127,83 


101223 


128881 


46268279 


9473 


1072 


360 


"30,97 


10178» 


129600 


46656000 


18,9737 


1138 


361 


1134,12 


102354 


130321 


47045881 


19,0000 


1204 


36a 


ii37,*6 


102922 


1310J4 
131769 


47437928 


0263 
0526 


1269 


363 


"40^ 


103491 


47832147 


1335 


364 


"43,54 


104062 


132496 


48228544 


0788 


14DO 


3^1 


1146,68 


104635 


13322J 
133956 


48627125 


1050 


1466 


366 


1149,82 


105209 


49027896 


13" 


1531 


367 


"52,97 


105784 


134689 


49430863 


- 1572 


1596 


368 


1156,11 


106362 


135424 


49836032 


1833 


1661 


369 


"59,25 


106941 ■- 


136161 


50243409 


'■ 2094 


1726 


370 


"62,39 


107521 • 


136900 


50653000 


2354 ' 
2614 


1791 


371 


"65,53 


108 lOj 


137641 


51064811 


1855 


372 


1168,67 


108687 


138384 


-51478848 


2873 


1920 


373 


1171,81 


109272 


T39129 


51895117 


313« 


1984 


374 


1174,96 


IO985S. 


139876 


52313624 


3391 
3649 


2048 


375 


1178,10 


I 10447 


140625 


52734375 


2112 


376 


1181,24 


11 1036 


141376 


53157376 
53582633 


' 3907 


2177 


377 


1184,38 


111628 


142129 


4165 


2240 


378 


"87^52 


112221 


142884 


54010152 


44*2 


*3?1 


379 


1190,66 


112815 


143641 


54439939 


• 4679 


2368 


380 


"93,84 


"34" 




54872000 


4936 


2432 


381 


1196,95 


114009 


145161 


55306341 


5192 


2495 


382 


1200/39 


114608 


145924 


55742968 


' 5448 


2558 


383 


1203,23 
1206,37 


115209 


146689 


56181887 


5704 


2622 


384 


115812 


147456 


56623104 


5959 


2685 


385 


1209,51 


116416 


148225 


57066625. 


6214 


2748 


386 


1212,66 


117021 


148996 


57512456 


6469 


. 2811 


387 


1215,80 


"765t8 


149769 


57960663 


6723 


2874 
< 2936 


388 


1218,94 


118237 


150544 


58411072 


. 6977 


389 


1222,p8 


118847 


1S1321 


58863869 


7231 . 


2999 


390 


1225,22 


119459 


.152100 


59319000 .. 


7484 


3061 


391 


1228,36 


120072 


152881 


59776471 


7737 


■ Ixit 


39* 


1231,50 


120687 


153664 


602362S8 


7990 


393 


1234,65 


121304 


154449 


60698457 


8242 • 


3*48 


394 


"37,79 


121922 


155236 


61 162984 


8494 
8746 


3310 


395 


1240,93 


122542 
12316J 
123786 


^56025 


61629875 


3372 


396 


1244,07 


1568 16 


611099136 


8997 


3434 


397 


1247,21 


157609 


62570773' 


9249 


3496 


398 


1250,35 


1244T0 


158404 


63044792 


■ 9499 


3558 


399 


"53,50 
1256,64 


Ä 


159201 


63521 199 


19,9750 


3^19 


400 


160000 


64000000 


20,0000 


368X 



42 



d 


dn . 


id^Tt 


d» 


d»' 


Vä 


in 


401 


1259/7« 


126293 


160801 . 


64461201 


20,0250 


7,3742 


402 


1262,92 


126923 


161604 


64964808 


0499 


3$?3 


403 


1266,06 


127556 


162409 


65450827 - 


0749 


3864 


404 


1269,20 


128190 


163216 


65939^ 


0998 


3925 


AOS 


1272,35 


128825 


164025 


66430125 


1246 


3986 


406 


1275^9 
1278,63 


129462 


164836 


66923416 


1494 


4047 


407 


1 30100 


165649. 


67419143 


174* 


4108 


408 


1281,77 


130741 


166464 


679173x2 


1990 


4169 


409 


1284,91 . 


131382 


16728 I 


68417929 


2237- 


4*29 


410 


1288,05 


132025 


168100 


68921000 


24«5 


4290 


411 


1291,19 


132670 


168921 


69426531 


2731 


4350 


4M 


1294,84 


I333J7 


169744 


.69934528 


297« 


4410 


413 


1297,48 
1300,62 


133965 


170569 


70444997 


3224 


• 4470 


414 


134614 


171396 


70957944 


3470 


4530 


415 


1303,76 


135265 


172225 ' 
17305« 


71473375 


3715 


4590 


416 


1306,91 


13591» 


71991296 


3961 


465D 


417 


1310,05 


136572 


173889 


72511711 


4206 


4710 


418 


1313,19 


i372»8 


174724 


,7303463« 
73560059 


4450 
4695. 


4770 


419 


131643 


137885 • 


175561 


4829 


420 


1319,47 
1322,61 


138544 


176400 


74088a» 


4939 


4889 


421 


139205 


177241 


7461841S1 


5i8| 


494« 


422 


1325,75 - 


139867 


178084 


-75686967 




5007 


423 


1328,89,^ 


140531 


178929 


' 5670 


506- 


424 


1332,04 


141 196 


17977^ 


762250iE4 


5913 


5126 


4*5 


1335,18 


141863 


180625 . 


,76765625 


5*^5 


5185 


420 


1338,3» 


142531 


18 1476 


77308776 
778544B3 


'^ 


5244 


427 


1341.46 
1344,60 


143201 


182329 


530ft 


42B 


143872 


183184 


7840275* 


6882 


5361 


429 


1347,74 


»44545 


. 184041 


789535«9 


71*3 


54» 


430 


1350,89 


145220 


184900 


79507000 


7364 
7605 


547« 


43» 


1354,03 


145896 


185761 


aoo6299r 


5537 


432 


1357,17 


146574 ' 


186624 


80621568 


7846 


5595 


433 


i36o,ji 


147254 


187489 


81182737 


8087 


5654 


434' 


1366,59- 


147934 


188356 


»1746504 


8327 


571* 


435 


148617 


189225 


82312875 


8567 


5770 


436 


1369,73 


149301 


190096 


82881856 


' 8806 


5828 


437- 


1372,88- 


149987 


190969 i 


83453453 ' 
84027672 


9045 


5886 


439 


1376,02 


150674 


191 844 


9284 


5944 


439 


1379,16 


151363 


192721 


84604519 


95»3 


6001 


440 


1382,30 


152053 


' 19360a 


8518JOOO 
85766121 


. 20,9762 


6059 


441- 


1385,44 


152745 


194481 


[ 21,0000 


6117 


442 


1388,58 


153439 


195364 


8635088« 


0238 


6174 


443 


1391,73 ' 


154134 


196249 


86938307 


0476 


62|Z 


444 


1394,87 ' 


154830 


197136 


87528384 


■ 0713 


445 


1398,01 ' 


155528 


198025 


88121125 ' 
«8716536. 


0950 


: 6346 


446 


1401,15 


i562aB 


198916 


1187 


6403 


447 


1404,29-, 


156930 


199809 


89314623 


1424 • 
1660 


' 6460 


448 


1407,43 
14*0,58 


157633 


200704 ■ 


* «991539» 


6517 


449. 


158337 


201601 


90518849 


1896 


6574 


450, 


1413,72 


159043 


ao25oo - 


91125000 J 


2132 


6631 



43 




451 
45» 
453 
454 

456 

457 
45« 
4591 

460 
461 
462 

463 
464 
465 
466 
467 
468 
469 






470 

471 

472 

471 
474 
47<'1 
476 

477 
47« 
479 

480 
4«i 
482 
483 
484 

4«5 
4^' 

4«7 
48^ 

491 

49» 

493 

494 

491 
496 

497 

498 

499 
50» 



1416,8)6' . 


1597^» 


Ad340i 


1420,^ 


160460 


«04304 


I4*3fi4 


161 r7r , 


- 205209 


I4a6,«t 


161883 


266116 


142942 


162^ 


207025- 


143^/57 


i633n 


2<^7936 


1435/71 


1640^ 


268849 


1438,85 


1647^ 


209764 


1441,99 


165468 


210681 


I445,n 


166190 


211606 


1448,27 


166914- 
167639 


212521 


145 1/4» 


»13444 
»14309 


1454/56 


168365 


I457/70 


169093 


2I5296 


1460,84 


169823 


216225- 


1463,98 


170554 


217x56 


1467,12 


171287 


218089 


1470,27 


172021 


219024 


1473/41 


172757 


219961 


1476,55 


173494 


210906 


I479/Ö9 
1482,83 


I74»34 


221 841 


174974 


2227ä4 


1485,97 


175716 


223729 


1489,12 


176460 


244676 " 


1492,26 


177205 


225625 


I495/40- * 


17795» " 


416576 


1498,54 


178701 


447529 • 


1501,68 


■" 179451 


228484 


1504,»» 


1-180203 


2i944i- ' 


1507/^ - 


180956 


430400' 


1511,11 


181711 


»31 361" 


I5I4/25 


182467 


232324 


1517/39 


183225 


233289 


i5»o,|3 


183984 


«34»56 


1525,67 
1546,81' 


184745 


»35»»5 


185508 
I8l627^ 


436196' 


I5»9/9|B ' 


437169 


1533/10 : , 
1536,24 * 


18703R 


'238144 


i87805r 


Z39121' 


1539/38- 


188574 ' 


240106 ] 


i54»,5; * 


X 89345 


241081 


1545/66 '" 


190117 ' 


442064 


1548,8*^^ 


190896 


443049' 


1551,95' 


191665 


»44036' 


'555,<J? 


192442 


445645 


1561,^ 


193221 


446016 


i940cto 


447009 


I5f4,ifi ^ 


1947«» 


448004 


1567,65 : 


195565 


449001: 


X570,ft> - 


196350 


^ 450000- 



91733851 
92345408 

92959677 

93576664 

94196375 

9481 8816 

95443993 
96071912 

96702579 

9733666a 
97972181 
9861111^ 
99252847 

99897344 
00544645 

Ol 194696 

01847563 

©2503234 

163161709: 

03843660 
64487111 
0515404B 
65845817 
06496424 
67171875 
67850176 

08531333 
09215352 

09902239' 

^65192060' 
II 2846^2 ' 
119801W- 

12678587' 

n 379904 
14084125 

14791256 

^5501303 
F6214472 

16930169 

■17649000 • 

»8370771 
19095^ 

I9823157 

^0553784 : 

*I287375- 
42023930 

44763473 

^350599» 
14251499 
45000000 



' »i,2|68 
2603 
2»3« 

3073 
3307 
354» 
3776 
4609 

4»43 

4709 

- 4942 

5174' 
5407 

5639 

5870 

6l02 

- IM 

6795 

7025 

72?56- 

7486 

77*'5 

, 7945 

- 8174 
8403 

8632 

8861 



II 



i.» 



9ö«9 

931^ 

9^45 

21,9773 
22,0000 

0227 

.0454 
0681 

0907 
1*^3 

1359 

i5«5 
i8ri 

20j6 

2i6i 
2486 

27'll 

»935 

3159* 

3383 
3607 - 



7,6688 

6744 
6801 

6857 
6914 
6970 

7026 
7084 
7138 

7194 
7250 
7306 

736» 
7418 

7473 
75»9 
7584 
7639 
7695 

7750 
7805 
7860 

7915 
7970 
8025 
8079 

81 34 
8t88 

8»43 ^ 

8297 
835» 



> 



8466 

85 H 

8568 
8611 
8676 
87J6 
87f4 

8837 
8891 

8944 
8998 

9051 
9105 

9158 
9211 

9264 
9J17 
9376 



44 



d 


dn 


id^n 


d« 


dK 


.. j 

y d ■ 


3 

Yd 


501 


1573.94 


197136 


251001 


125751501 


22,3830 


7,9423 


502 


1577,08 


197923 


252004 


126506008 


4054 


9476 


503 


1580,22 


198713 


253009 


1272635^7 


4277 


9528 


504 


1583136 
1586,50 


199504 


254016 


128024064 


44W 


9581 


505 


200296 


255025 


128787625 


4722 


9686 


506 


1589,65 


201090 


256036 


I 29554216 


4944 
5167 


5^ 


1592,79 


201886 


257049 
258064 


130323843 
131096512 


9739 


508 


1595,93 


202683 


5389 


9791 


509 


1599/07 


203482 


259081 


13 1872229 


5610 


9843 


510 


1602,21 


204282 


260100 


13265 1000 


583a 


9896 


5" 


1605,35 


205084 


261121 


»33432831 


6053 


7,9948 


512 


1608,50 
1611,64 


205887 


262144 


134217728 


6274 


8,0000 


S13 


206692 


263169 


135005697 


6495 


0052 


SH 


1614,78 


207499 


264196 


135796744 


6716 


0104 


S^S 


1617,92 


208307 


265225 


136590875 


6936 


0156 


516 


1621,06 


2091 17 


266256 


137388096 


7156 


0208 


517 


1624,20 


209928 


2^7289 


138188413 


7376 


0260 


518 


1627,35 


210741 


268324 


138991832 


7596 


0311 


519 


1630,49 


211556 


269361 . 


139798359 


7816 


0363 


520 


1633,63 
1636,77 


212372 


270400 


140608000 


8035 


t^ 


5»! 


213189 


271441 


141420761 


8254 


522 


1639,91 


214008 


272484 


142236648 


8473 


0517 


5*3 


1643,05 
1646,20 


214829 


2735*9 


143055667 


8692 


0569 


524 


21565 I 


274576 


143877824 


8910 


0620 


52s 


1649,34 


216475 


275625 


144703125 


9129 


0671 


526 


1652,^8 
1655,^2 


217301 


276676 


145531576 


9347 


0723 


527 


218128 


277729 


146363 183 


9565 


0774 


528 


1658,76 


218956 


278784 


14717995a 


22,9783 


082J 
0876 


529 


1661,90 


219787 


279841 


148035889 


23,0000 


530 


1665,04 


220618 


280900 


148877000 


0217 


0927 


531 


1668,19 


221452 


281961 


149721291 


0434 


0978 


53* 


1671,3s 


222287 


.283024 


150568768 


0651 


1028 


533 


1674,47 


.:223I23 


284089 


151419437 


0868 


• 1079 


534 


1677,61 


223961 


285156 


152273304 


'. 1084 . 


1130 


535 


1680,75 


224801 


286225 


153130375 


1301 


1180 


536 


1683,89 


225642 


287296- 


153990656 


1517 


1231 


537 


i687/>4 


226484 


288369 


154854153 


1733 


1281 


538 


1690,18 


227329 


289444 


155720^2 


1948 
2164 


1332 


539 


i693;3* 


228175 


290521 


156590819 


. 1382 


540 


1696,46 


229022 


291600 


157464000 


2379 


1413 


541 


1699,60 


229871 


292681 


158340421 


2594 


1483 


542 


1702,74 


230722 


293764 


159220088 


2809 


I53i 


543 


1705,88 


2315-74 


294849 


160103007 


3024 


1583 


544 


1709,03 . 


232428 


295936 


160989184 


. 3*3« 


' ^^P 


545 


1712,17 


233283 


297025 


161878625 


345» 


1683 


546 


1715,31 


234140 


2981 16 


162771336 


. 3666 


1733 


547 


1718,45 


234998 


299209 


163667323 


3880 


1783 


548 


1721,59 


235858 


300304 


164566592 


4094 


1833 


549 


1724,73 


236720 


301401. 


165469149 


4307 


1882 


550 


1727,88 


237583 


302500 


166375000 


45*« 


193» 



45 



d 


dn 


id*n 


d« 


d« 


y d 


yd 


551 


1731,02 


238448 


303601 


167284151 


23,4734 


8,1982 


552 


X734,i6 


239314 


304704 


168 196608 


4947 


2031 


553 


1737,30 


240182 


305809 


169112377 


5160 


2081 


554 


1740,44 


24105 I 


306916 


17003 1464 


;5372 


2130 


555 


1743,58 


241922 


308025 


170953875 


5584 


2i8o 


556 


1746,73 


242795 


309136 


• 171879S16 


5797 


2229 


^^l 


1749,87 


243669 


310249 


172808693 


6008 


2278 


558 


1753,01 


244545 


. 311364 


173741112 


6220 


2327 


559 


1756,15 


245422 


3 1248 I 


174676879 


6432 


2377 


560 


1759,29 


246301 


313600 


175616000 


6643 


2426 


561 


1762,43 


247181 


314721 


176558481 


,6854 


2475 


562 


1765,58 


248063 


315844 


177504328 • 


7065 
7276 


2524 


563 


1768,72 


248947 


316969 


178453547 


2573 


564 


1771,86 


249832 


318096 


179406144 


7487 
7697 


2621 


565 


1775,00 


250719 


31922S1 . 
320356 


I 803621 25 


2670 


566 


1778,14 


251607 


181321496 


7908 


2719 


567 


1781,28 


252497 


321489 


182284263 


8118 


2768 


568 


1784,4* 


253388 


322624 


183250432 


8328 


2816 


569 


1787,57 


254281 


323761 


184220009 ' 


8537 


2865 


570 


1790,71 


255176 


324900 


185193000 


1^47 


2913 


571 


1793,85 
1796,99 


256072 


326041 


136169411 


8956 


2962 


572 


256970 


327184 


I 87149248 


9165 


3010 


573 


1800,13 


257869 


328329 


188132517 


9374 


3059 


574 


1803,27 


258770 


■ 329476 


1891 19224 


9583 


3107 


575 


180642 


259672 
260576 


330625 


190109375 


23,9792 


3155 


576 


1809,56 


331776 


191 102976 


24,0000 


3203 


577 


1812,70 


261482 


332929 


192100033 


0208 


3251 


578 


1815,84 


262389 


334084 


193100552 


0416 


3300 


579 


1818,98 


263298 


335241 


194104539 


0624 


3348 


580 


1822,12 


264208 


336400 


1951 12000 


0832 


3396 


581 


1825,27 


265120 


337561 


1961 22941 


1039 


3443 


582 


1828,41 


266033 


. 338724 


197137368 


1247 


3491 


583 


1831,55 


266948 
267865 


339889 


198155287 


1454 


3539 


584 


1834,69 


341056 


199176704 


1661 


3587 


585 


1837,83 


268783 


342225 


200201625 


1868 


3^2^ 


586 


1840,97 


269703 


343396 


201230056 


2074 


3682 


587 


1844,11 


270624 


344569 


202262003 


2281 


3730 


588 


1847,26 


271547 


345744 


203297472 


2487 


3777 


589 


1850,40 


272471 


346921 


20^336469 


2693 


3825 


590 


1853,54 
1856,68 


273397 


' 348100 


205379000 


2899 


3872 


59' 


274325 


349281 


206425071 


3105 


3919 


592 


1859,82 


275254 


350464 


207474688 


33" 


3967 


593 


1862,96 


2761 84 


351649 


208527857 


3516 


4014 


594 


1866,11 


277117 


352836 


209584584 


3721 


4061 


595 


1869,25 


278051 


354025 


210644875 


3926 


4108 


596 


1872,39 


278986 


355216 


21 1708736 


4131 


4155 


597 


1875,53 


279923 


356409 

357604 


212776173 


4336 


4202 


598 


1878,67 


280862 


213847192 


4540 


4249 


599 


1881,81 


281802 


358801 


214921799 


4745 


4296 


600 


1884,96 


282743 


360000 


216000000 


4949 


4343 



46 



d 


dn 


id^Tt 


d* 


d» 


VT 


YY 


6oi 


1888^10 


283687 


361201 


217081801 


24,5153 


8,4390 


602 


1891,14 


284631 


362A04 
363009 


218167208 


5357 


4437 


603 


1894,38 


285578 


219256227 


5561 


4484 


604 


1897,5* 


286526 


364816 


220348864 


5764 


4530 


605 


1900,66 


287475 


366025 


221445125 


5967 


4577 
4623 


606 


1903,81 
1906,95 


288426 


367236 


222545016 


6171 


607 


289379 


368449 


223648543 


6374 


4670 


608 


1910,09 


290333 


369664 


224755712 


6577 


4716 


609 


I9I3.*3 


291289 


370881 


225866529 


6779 


4763 


610 


1916,37 


292247 


372100 


226981000 


6982 


4809 


611 


1919,51 


293206 


373321 


2280991 31 


7184 
7386 


4856 


612 


19*2,65 


294166 


374544 


229220928 


4902 


613 


1925,80 


295128 


375769 


230346397 


7588 


4948 


614 


1928,94 


296092 


3-76996 


231475544 


7790 


4994 


615 


1932,08 


297057 


378225 


232608375 


7992 


5040 


616 


1935,22 


296024 


37*56 


233744896 


8193 


5086 


617 


1938,36 


298992 


380689 


234885113 
236029032 


8395 


5132 


618 


1941.50 


299962 


381924 


8596 


5178 


6x9 


1944,65 


300934 


383 161 


237176659 


8797 


5224 


620 


1947,79 


301907 


384400 


238328000 


8998 


5270 


621 


1950,93 


302882 


385641 


239483061 


9199 


5316 


622 


1954,07 


303858 


386884 


240641848 


9399 
9600 


5362 


623 


1957,21 


304836 


388129 


241804367 
242970624 


5408 


624 


1960,35 


305815 


389376 
390625 
391876 


24,9800 


5453 


625 


1966,64 


306796 


244140625 


25,0000 


5499 


626 


307779 


245314376 


0200 


5544 


627 


1969.78 


308763 


393129 


246491883 


0400 


5590 


628 


1972,92 


309748 


394384 


247673152 


0599 


5635 


629 


1976,06 


310736 


395641 


248858189 


0799 


5681 


630 


1979,20 


3"725 


396900 


250047000 


0998 


5726 


631 


1982,35 


312715 


398161 


251239591 


"97 


5772 


632 


1985,49 


313707 


399424 
400689 


252435968 


1396 


5817 


633 


1988,63 


314700 


253636137 


1595 


5862 


634 


1991,77 


316692 


401956 


25^840104 
256047875 


1794 


5907 


635 


1994,91 


403225 


1992 


5952 


636 


1998,05 


317690 


404496 


257259456 


2190 


5997 


637 


2001,19 


318690 


405769 


258474853 
259694072 

260917119 


2389 


^l 


638 


2004,34 


319692 


407044 


2587 


639 


2007,48 


320695 


408321 


2784 


6132 


6b^o 


2010,62 


321699 


409600 


262144000 


2982 


6177 


641 


2013,76 
2016,90 


322705 


410881 


263374721 
264609288 


3180 


6222 


642 


323713 


412164 


3377 


6267 


643 


2020,04 


324722 


413449 


265847707 


3574 


6312 


644 


2023,19 


325733 


414736 


267089984 


3772 


6357 


64c 


2026,33 


326745 


416025 
41731b 
418609 


268336125 


3969 


6401 


646 


2029,^7 
2032,61 


327759 


269586x36 


4165 


6446 


647 


328775 


270840023 


4362 


6490 


648 


2035,75 


329792 


419904 


272097792 


4558 


6535 


649 


2038,89 


330810 


421201 


»73359449 
274625000 


4755 


6579 


650 


2042,04 


331831 


422500 


4951 


6624 



«=4S.>8 


11"S 


41J80I 


»75B94»5i 


204»,J« 


415104 


17716780a 


w>S4,6o 


3M90" 
3$59»7 


4*6409 
417716 


178445077 


££:ät 

1064^ 


316955 


439015 
430136 
431649 
431964 


i8iotlj7S 
»81300410 
183593393 


1067,17 


341^3 


184890311 


1070,3» 


434181 


186191179 


*o7is9 


341119 


if' 


187496000 


343157 


188804781 


tS?-?! 


344196 


4J9W 


1901I75«8 


l%% 


191434147 


loSe^ei 






2089,16 


3473»3 






io9z,jo 


34BJ68 






«^J^ 


J49415 


JA 




»p:?» 


350464 


19807763" 


1101,73 


351514 


447561 


199418309 


1104.(7 


35»S65 


448900 


300763000 


iioe/ii 


353618 


450141 


3011 117 11 


aiii,iS 


354Ö73 


451584 


30346444« 


1114,19 

"£11 


lies 


454176 


isiis; 


357847 


Ä 


307546875 


las? 


358908 


iSKf 


359971 


Ä 


aiJCOO 


361055 


3116^751 
313046839 


»'H.M 


361101 


46104J 


1.3M» 


i^l^. 


461400 


3t443M«o 


«39-4« 




463761 


3158111*1 
317114568 


"4«, 57 




46J114 


114S.7I 




466489 


3,8611987 


1148,85 




4678s* 


310013504 


1151,99 




46911s 
470596 


311419*15 


"S5,>3 




31181S856 


r.is 


371764 


4719^ 

473344 


1.-ÄI 


ii64,S* 


37««4J 


474711 


J17081769 


1167,7« 


iTS92S 


476i«> 


3.8509000 


1.70,14 






11993937I 


1173,98 


376099 




331373*88 




377187 




331811557 
334155384 


iitoli? 


378i|6 




m 






33570*375 


J*04S9 




337153536 


Sj 




338608873 


1191,83 


4B7104 


34Co6g39i 


"9S.97 


383746 


488601 


341531099 


M99-'l 


384845 


490000 


34JOOOOOO 



15,5147 

5343 
5539 
5734 
}93o 

6515 

6905 

7099 
7194 
7488 
76S1 
7876 
to70 
8163 
8457 
«50 



"li 



1679 
«869 

3=59 
J»49 

1439 
1619 



48 



J 


dn 


id*n 


d« 


d» 


Vä 


3 

y d 


701 


2202,26 


385945 


491401 


344472101 


26,4764 


8,8833 


702 


2205,40 


387047 


492804 


345948408 


4953 


8875 


703 


2208,54 


388151 


494209 


347428927 


5141 


8917 


704 


2211,68 


389256 


495616 


348913664 


5330 


8959 


705 


2214,82 


390363 


497025 


350402625 


5518 


9001 


706 


2217,96 


39147 1 


498436 


351895816 


5707 


9043 


707 


2221,11 


392580 


499849 
501264 


353393243 


m 


9085 


708 


2224,25 


393692 


354894912 
356400829 


9127 


709 


2227,39 


.394805 


502681 


6271 


9169 


710 


2230,53 


395919 


504100 


357911000 


1^ 


921 1 


711 


2233,67 


397035 


505521 


359425431 


9253 


712 


2236,81 


398153 


506944 


360944128 


6833 


9295 


713 


2239,96 


399272 


508369 


362467097 


7021 


9337 


714 


2243,10 


40039s 


509796 


363994344 


7208 


9378 


715 


2246,24 


4015 15 


5 "225 


365525875 


7395 


9420 


716 


2249,38 


402639 
403765 


512656 


367061696 


7582 


9462 


717 


2252,52 


514089 


368601 81 3 


7769 


9503 


7i8 


2255,66 


404892 


5 15524 


370146232 


7955 


9545 


719 


2258,8^ 


406020 


516961 


371694959 


8142 


9587 


720 


2261,95 


407150 


518400 


3732480Q0 


8328 


9628 


721 


2265,09 


408282 


519841 


37^805361 
376367048 


8514^ 


9670 


722 


2268,23 


409416 


521284 


8701 


971 1 


7»3 


2271,37 


410550 


522729 


377933067 


8887 


975* 


724 


2^74.51 


411687 


524176 


379503424 


9072 


9794 


725 


2277,65 


412825 


525625 


3 81078 125 


925» 


983s 


726 


2280,80 


413965 


527076 


382657176 


9444 


9876 


727 


2283,94 


415106 


528529 


384240583 


9629 


9918 


728 


2287,08 


416248 


529984 


385828352 


26,9815 


8,9959 


729 


2290,22 


417393 


531441 


387420489 


27,0000 


9,0000 


730 


*»93,36 


418539 


532900 


389017000 


0185 


004X 


731 


2296,50 


419686 


534361 


390617891 


0370 


0082 


73a 


2299,65 


420835 


535824 


392223168 


0555 


0123 


733 


2302,79 


421986 


537289 


393832837 


0740 


0164 


734 


2305,93 


423138 


538756 


395446904 


0924 


0205 


735 


2309,07 


424292 


540225 


397065375 


1109 


0246 


736 


2312,21 


425447 
426604 


541696 


398688256 


1293 


0287 


737 


2315,3s 


543169 


400315553 


1477 


0328 


738 


2318,50 


427762 


544644 
546121 


401947272 


1662 


0369 


739 


2321,64 


428922 


403583419 


1846 


0410 


740 


2324,78 


430084 


547600 


405224000 


2029 


0450 


741 


2327,92 


431247 


549081 


406869021 


2213 


0491 


74a 


2331,06 


432412 


550564 


408518488 


*397 


-0532 


743 


2334*20 


433578 


552049 


410172407 


2580 


0572- 


744 


2337/34 


434746 


553536 


4x1830784 


2764 


0613 


745 


2340,49 


435916 


555025 


413493625 


2947 


0654 


746 


2343/63 


437087 


556516 


415160936 


3130 


0694 


747 


2346,77 


438259 


558009 


416832723 


3313 
3496 


0735 


748 


2349/91 


439433 


559504 


418508992 


0775 


749 


2353/05 
2356,19 


440609 


561001 


420189749 


3679 


0816 


750 


441786 


562500 


421875000 


3861 


0856. 



*3S9,34 


4419S5 


J64001 


413564751 


■'» 


»JJiflo 


44*146 


565504 


415159008 
430368875 




57D01S 


4408 
«91 

4773 


'VSP4 


44Mgj 


57153* 


4J10B1116 


4955 


»37M9 


4S«>7» 


573049 


433798093 


5136 


»381.JJ 


4S>a6i 


435519511 


5318 


»J8*ip 


4S14S3 


«37145479 


S500 


i387>i 


4SI&fS 


577600 


438976000 


5681 


»39o.n' 


454841 

45*017 


579111 


44a7>Io8l 


IS 


»39S^ 


Ä 


44M5W1B 


»397« 


4S7114 


444'94947 


6.« 


t^oo^ 


458^ 


583696 


44S94J744 


&405 






447697i»S 
449455096 


6767 


461041 




4511176^ 


6948 


*4",T4 


463*47 


5898*4 


;isK 


7118 


14iS^ 


464454 


59136" 


7308 


i4i9:OJ 
1411,17 


46^51 


191906 
J9444I 


45653300= 
45831^1 


l^ 


141s, 3' 




5959*1 


460099648 


7849 


141845 




J975»9 


*6i«899l7 


8019 


14J«,59 


470513 




^J6848H 


B109 


ai?:8 


4717JO 


tS& 


8J88 


471948 
474168 


601176 


8568 


1441,01 


«0J719 


469097433 


8747 


1444,16 


» 


SS! 


470910951 


89*7 


1447,J0 


4717191» 


9106 


1450,44 


Ä 


«0S400 


« 


9185 


i4S3,Sl 


609961 


41 


^ 


1450,73 • 


48M90 


611514 


« 


»459.87 
»401,01 


481519 




^ 


17,9811 


S 


4« 


lS,oooo 


m66,is 


Villi 

&0944 


4« 


0179 


»469-»9 
»471,41 
1475,58 




4« 
4f 

4f 


OJS7 
0535 

0713 


1478,71 




611511 


4! 


0891 


i48i,ae 


490167 


614.00 


493039000 


1069 


sa 


Ä 


625681 


«iSä 


1147 


a49M8 


493897 


6^t 


Ä-s: 


M944* 


ü 


1780 


»»7;j? 


& 


SIS! 


1957 


»So<^7» 


"IS 


^03-85 
*S'»,99 


49889» 


635109 


131a 


50014s 


63681» 


508169591 


al 


»510,13 


501399 
S01655 


638401 


510081399 


»5'3,»7 




511000000 


■■4! 



SM 


1519.56 


505171 - 


641601 
64 


l\S^ 


"ti 


Soj 


IS ",70 


506412 


64 


51778.617 


337J 


«4 


2515,84 


5071194 


64 


519718464 


3S49 


s 


25-1,93 
1531,11 


J08958 
510111 


Z 


B;as 


3725 ■ 
3901 


807 


1!3!.17 


511490 


6! 


S15S57941 


4W7 


80S 


»SSM' 


511758 


6! 


527514111 


4153 


809 


1S41.SS 


514028 - 


65 


519475119 


4:419 


810 


1544,69 


515300 


656100 


SI1441QDO 


4fcS 


Sil 


1547,83 


516573 


6577*1 


SIJ411731 


478.- 


Sil 

SIJ 


1SS'>,97 
äJS4," 


517848 
S19114 


6mJ4 


SI538TI18 

537367797 


4956 

5»J2 


814 


1557,16 


510401 


661596 


S393SJ144 


JJ07 


SlS 


1560^ 


5116B1 


664115 


54'J4JJ7S 


Ig; 


816 


1563,54 


521961 


665856 


543318496 


817 


1566:68 


514145 


667489 


545318513 


IS 


BlB 


1569,81 


51SS»9 


6691M 


S4734I431 


819 


1571,96 


516814 


670761 


S493SP59 


&iSl 


Bio 


1576,11 


528101 


671400 


551368000 


6356 


821 




Igt; 


674041 


553387661 


6531 


Sm 


*S8i|l9 


675684 


555411148 


670s 


Sij 


1585,53 


511971 


«77119 


557441767 


6880 


»4 


»588.67 


SJJ167 


678976 


55947^ 
563559976 


its 


l^ 


1591,81 


SI4561 


680625 
682176 


1594,96 


515858 


7401 


827 


1598,10 


5171 57 


683919 


565609183 


7S76 


8x8 




SJ8456 


685584 


567663551 


7750 


B19 


^18 


539758 


687141 


569711789 


7924 


830 


:t%;a 


54.06. 


6E8900 




8097 


831 


^1 


690561 




81TI 


t'i 


i6il,8l 
»616,95 

1620,09 


692214 






lg 


1611,11 


S47S99 


700569 




8964 


2626,17 


548911 




9>3T 


837 


Sa« 


5J0226 




91» 


858 


SS'S4i 


702144 




ISS 


S39 


1635,80 


551858 


703921 




840 


2638,94 


5 541 77 


705600 


591704000 


18,9818 


5. 


26^',58 


555497 


7071B1 


S94B1II" 


19,0000 


84* 


2645,11 


556819 


708964 


596947688 




843 


1648,36 


558141 
559467 
560794 


710&49 


599077107 


OJ4S 


844 

847 


^4'd\ 


712136 


601111584 
603151115 


°A 


^:;i 


561121 
563451 


715716 

717409 


SSSil 


0861 
1033 


Ü( 


2664,2? 


564781 


719104 


609800191 


\^ 


S49 


1667,11 


566116 


7WBOI 


611960049 


8S0 


1670,1s 


567450 


712500 


6I4I15000 


1548 



51 



d 


dn, . 


id^n 


d* 


d» 


Vd 


3 

yd 


»51 


267},5A 


: 568786 


724201 


61629505 I 


29,1719 


94764 


«5» 


2676,64 


5701*4 


725904 


618470208 


1890 


4801 


B53 


2679,78 


571463 


727609 


620650477 . 


2062 


4838 


854 


2682,92 
2686,06 


57a8M 
574146 


729316. 
731025 


622835864 
625020375 


**33 

2404 


4875 
491* 


856 


2689,20 


57549C^ 


.73*736 ■ 


.6272220(16 


*575 


4949 


«57 


2692,34 


576835 


•734449 
.736164 


629^2793. 


2746 


: 4986 


«58 


2695^9' 


57818a 


631628712 


2916 


50*3 


«59 


2698,63- 


579S30 


737881 


633839779 


3087 


5060 


860 


270i>77 


580880- 


■ 73960a' 


::636o56oöQ 


3*58 


5097 


^6e 


2704*91 


582232 


7413« 


638277381 


34*8 


5134 


^2 


2708,05 . 


583585 


743044' 
744769 


640503928 


3598 


5171 


«63 


2711,19. 


584940 
586297 


642735647 


3769 


5*07 


«64 


2714,34 


746496 


■644972544 


3939 


5*44 


865 


2717-/48 
2720,62 


587655 


74822c 
749956 


647214625 


4109 


5281 


866 


589014 


649461896 


4*79 


5317 


«67 


2723,76 


590375 


751689 


651714363 


4449 
46x8 


5354 


868 


2726.90 


591738 


753424 


- 653972032 


5391 


S69 


2730,04 


593102 


755161 


656234909 


4788 


54*7 


«70 


273J,J9 


594468 


756900 


6^850^000 
660776311 


4958 


5464 


«71 


2736,33 


595835 


758641 


51*7 


5501 


«7» 


273947 
2742,61 


597204 


760384 


663054848 


5*96 


5537 


«73 


598575 


762129. 


665338617 


5466 


5574 
5610 


«74 


2745,75 


599947 


763876 


667027624 


5635 


«75 


2748,89 


601320 
602696 


765625 

767376 


669921875 


5804 


5647 


«76 


2752,P4 


672221376 


5973 


5683 


«77 


2755,18 


604073 


769129 


675836152 


6142 


5719 


878 


2758,32 


605451 


770884 


63H 


5756 


«79 


2761,46 


606831 


772641 


679151439 


647^ 


579* 


«80 


2764,60 


6o8«i2 


774400 
776161 


681472000 


6648 


5828 


881 


2767,74 


609595 


683797841 


6816 


5865 


^82 


2770,88 , 


610980 


777924 


686128968 


6985 


5901 


883 


2774,03 


612366 


779689 


688465387 


7153 


5937 


884 


2777,17 . 


613754 


781456 


690807104 


73*1 


• 5973 


«85 


2780,31 


615 143 


783225 


693154125 


7489 
7658 


6010 


886 


278345 


616534 


784996 
786769 


695506456 


6046 


887 


2786,59 


617927 


697864103 


78*5 


6082 


888 


2789,73 


619321 


788544 


700227072 


7993 


6118 


«89 


2792,88 


620717 


790321 


702595369 


8161 


6154 


890 


2796,02 


6221 14 


792100 


704969000 


83*9 


6190 


«91 


2799fi6 


623513 


793881 


707347971 


X 


6226 


892 


2802,30 


624913 
626315 


795664 


709732288 


6262 


893 


280544- 


797449 


712121957 


8831 


6298 


894 


2808,58 


627718 


799236 


714516984 
716917375 


8998 


6334 


895 


2811,73 


629124 


801025 
802816 


9166 


6370 


896 


2814,87 


630530 


7193*3136 


9^3 


6406 


^n 


2818,01 


631938 


80^609 
806404 


721734*73 


9i-« 


6442 


898 


2821,15 


633348 
634760 

636173 


71415079* 
7*6572699 


9666 


6477 


899 


2824,29 


808201 


*9,9833 


6513 


900 


282743. 


810000 


729000000 


30,0000 
4* 


' 6549 



52 



d . 


dn 


Jd*w 


i* 


d> 


Vä 


8 

Vd 


901 


2830/5« 


637587 


<ii8«t ^ 


73143*7» " 


3o,ca^ 


9,6585 


902 


2835,7» 


639003 


«13664 


73387««ö8- 
7363143*7 


0^33 


6620 


903 


2836,86 




«15409 


c^oo 


6656 


904 


284opa 


641840 


8172D6 


738765*64 


d666 


6692 


905 


2841,14 
2846,2« 


643261 


819025 \ 


74121^625" 


0«32 J 


6727 


906 


644685 


82083$ ' 


743677^*6 ^ 


6^^ 


6763 


907 


2849^ 


646107- 


8226^9 


74614^643 


1^64 


6799 


908 


«852,57 


^7Sn 


748613312 


1^ 


6834 


909 


a855/ri 


648960 


751089429 


iil96 


6870 


910 


2858,85 


65cqf88 


828100 


75|57«oöe 
756058631 


1662 


6905 


911 


2861,99 


651«^ 


82992Y 


1828 


6941 , 


9tz 


2865,13 


653250 


«33569 ■ 


758550528 


1993 


697S 1 


9*3 


2868,27 


654684 - 


.761048497 


2t59 


70I2 


914 


2871,4* 


65611a 


835396 


76155 1944 
766060875 


2324 


7047 


9n 


2874r5^ 


657555 


857225 


2490 
2655 


7o«2 


Sd6 


2877,70 


658993 


839056 


768575496 


7118. 


917 


2880,84 


66oj|,33 


«40889 


771095213 


2820 


7153 : 


918 


2883,98 


661874 . 


-842724 


77362Ö632 


2985 


718& 


919 


2887,12. 


663317 • 


«44561 


77615^59 


3 »50 


7224 i 


920 


2890^7 


664761 


«46400 


778688000 


3315 


7*59 « 


921 


2893*4» 


666207 


84824E 


78122996^1 


34^0 


7*94 \ 


922 


2896,55 


667654 


850084 


^7«37774^ 
T8ö|3<ÄJß7 
788889024 

79i453«5 


3645 


7329 


923 


2899^69 


669103 


851929 


3809 


' 7364 


924 
9*5 


2902,83 
2905t97 


670554 
672006 


853776 
855625 


3974 
4138 


7400 

7435 


926 


2909,11 


673460 


«57476 •.- 


794022776 


4302 


7470 


927 


2912,26 


674915 


«593«9- 


79659/983 


4467 


7505 


928 


2915^ 


676372 


861184 


79917875» 


4631 


7540 


929 


2918,54 


677831 


■863041- 


«Oi765t«9 


4795 


7575 


930 


2921,68 


679291 


«64900 


«04357«*' 
«0695449* 


4959 


7610 


931 


2924,82 


680752 


866761 


5**3 


7645 


93a 


2927;96 


682216 


868624 


«09557568 


52^ 


7680 


933 


2931," 


683680 


«70489 


«12166237 


S^o 


771S 


934 


2934^ 


685147 


872356 


814780504 


56I4 


7750 


935 


2937a39 


686615 


.874225 
876096 


817400575 


57^ 


7785 


936 


a940f$3 


6880^4 


820025856 


S94^ 


7819 


937 


2943r^ 


689555 


877969 


822656953 


6105 


7854 


938 


2946,^1 


691028 - 


«79844 


82529367* : 


6268 


7889 


939 


2949,96 


692502 


«81721 


«279360*9 ' 


6^1 


79*4- 


94<P 


«953,10 
2950/24 


693978 


«83600 


«30584000 


65^ 


7959 


941 


695455 


885481 


«33237621 


6757 


7993 


94* 


2959^ 
2962^ 


696934 


«87364 


«35896««« - 


69^ 


802« 


943 


698415 


.889240 
891 136 


«3856i«e9^ 


70813 


8663 


944 


2965;66 


699897 


«41232^64 


7246 


8«D97 


945 
946 


2968/81 


701380 . 


893025 


«43908625 
«46590536 


74^ 


8132 


2971^5 


702865 


89^916 
«96809 


757* ■ 


8*67 


947 


2975/09 


70415« 


«49278ia3 


734 


8ioi 


948 


2978,23 


705840 


898704 


«51971^92 


7856 


8256 


949 


2981,37 


. 707330 


900601 . 


«54670949 


805« 


8«7o 


950 


2984,51 


708822 


902500 


«57375«>o - 


82ft!I 


8305 



&a 



d 


^7C 


id^Ti 


d* 


" d^ 


VA 


3 

yd 


^ 


2987,65 


7x0315 
70181O 


904401 


86008535 X 


30,8383 


9,8339 


»990,80 


906304 


'862801408 ' 


8545 


"• 8374 


953 


»993,94 


. 713307 


908200 
9x0116 


865523177 


8707 


8408 


954 


»997,0» 


714803 
71&503 
7I780A 
7«93o6 


868150664 


8869 


8443 


955 


9000,22^ 


9I20Pl| 

9^393^ 
915849 


87«9«3«i75 
87|W«i6. 

876469493 


9CBI 


• 8477 


956 

957 


3003,36 
3006,50^ 


9?92 
9J54 


^11 
8546 


95« 


3009/^ 


72p8io 


9*7764 


879*1791» 


95*6 


^80 
8614 


959 


3««»,79 


7n3i6 


91968« 


881974079 


•9677 


96p 


30I5#93l 


7»38»3 


921600 


884^36000 


30,9839 . 


8648 


961 


3pi9r07 


7*533» 


9»35»« 


887503681 


31,0000 


8683 


96a 


3022,21 


726842 


925444 


8902771 »8 


016 1 


- 8717 


963 


3o»5,35 


7»8354 


.9*7369 
9»9»96 


893056347 . 


0322 


8751 


964 


3028,50 


7*9867 


895841344 
89863»J»5 
901428696 


0483 
0644 


8785 


f 


3031,64, 


73138» . 


931225 
, 933156 


. 8819 


3034.7«^ 


732899 


0805 


• 8854 


^2 


3037,9»^ 


734417" , 


, 9i50ö9 


.904231063 


0966 


8888 


968 


. ^041,06^. 


735937" 


937024 


.907039»3» 


1127 - 


8922 


969 


3044,V> 


737458 


938961 


^853209 


1288 


8956 


9?« 


•3<H7,34' 


73898I 


QdOQÖO 


912673000 
915498611 


-H48 


8990 


9r« 


3050,49 


740506 


94»Ht ' 


1609 


90*4 


97* 


3053,61 
3056,77 


744034 


m 


91^^048 
r92U673X7 


•■ ••1769. 


9058 


973 


74S559 


19^9 - 


909* 


974 


3059,9» 


. 745088 • 


94867^ 


-924010424 


«090 •-] 


9126 


^ 


3o66'i9 


746619 
74815» 


95ö6»5 

95»576 


9»6859375 
929^14176 


^K^SO 
24-10 


9160 
9194 


977 


3069,34 


749685 


9545J9 
956484 


93W4833 


«$70 


9*»T 


97« 


3072,48' 


• 751221 


' 93544*35» 
938313739 


37:30 


9261 


979 


3075,6»^ 


75*758' 


9^8441 


2:890 


9*95 


980 


3078,76 
3<Äi,9o 


754»96 . 


960400 


1 94119*000 


3050 


93»9 


981 


755837 
757378 


962361 


^944076141 
. 946966168. 


3*09 


. 9363 


982 


. 3085,0+ , 


^^i"^ 


3369 


9396 


^3 
984 


3088,19 
3091,33. 


70Ö466 


96628$ 
968256 


94986;»o87 
95*763904 


35*8 


9430 

9404 




3097,61 


762013 


970225 
97219$ 


9556716»! 
958585256 


«' 3847 . 


9497 


986 


763561 


4006 


. 9531 


987 


3.100,75 


76^662 


974169 


9615.04803 


,-43Ö&6 


, 9565 


988 


^103,89 


976144 


964430*7», 
967361669 


- 43?5 


9598 


9?9 


5*07,04- 


• .768214 


9781*1 


... ^3» 


'990 


JMO,ir " 


769769 


9toioo 


970299000' . 


"■4ß43-- 


' 9666 


9^ 


S^»},3J' 
3«M^ 


771525 


98208 1 


975*4te»7l 

97619(^88^ 

979146657 


'*- .- 48^ ' " 


9699 




. -77i88A - 


9^4064. - 


^f :-496o - 


97|| 
9766 


9^ 


3ä»»9,6o- 


:" 77444» 


98*036 


f • , • 5«»9 '• 


'994 


J«*«,74 


• 776002 • 


982x07784 


r^-.-5«78 - 


- 9«oo 


99$ 


#&5,W 


777564 ^ 


990öac 
9^16 ' 


985074«75 


\ . 5H56 


* 9833 


9^ 


3ßE29,<53 


779i»8 - 


988«M^936 


■ 5595 • 


- 9^66 


997 


^f*3*,»7 


78*693 


994009 


9910*6973 


. 5753 


, 99*0 


9^ 


^"«5,31 


. 78i»6o 


L 996004 


^994^11992 


59?i 


99S3 


999 


f«38,45' 


-783828 • 


99*»t • 


99700*999 


6oyo 


'9,99^7 


1000 


3141,59 


785398 


lOOOOOO 


lOOOOOOOOO 


31,6228 


10,0000 



T>b«U« fitt F 



55 



















kO 














O 


o 


CS 


o 


uo 


CO 


CO 


'ej* 


CO 








o 


l-- 


QO 


es 


OD 


00 


«o 


kO 


O 


kA 


d 






05 


'«^ 


*^ 


CO 


CO 


e* 


Ä 


♦!» 


^ 


««t 








Vi^ 


^ 


vh' 


*H* 


^ 


^" 


CS 


« 


CO 








r- 


o5 


Co 


-i« 


CO 


i^ 


Ö 


kÖ 


Cd 


CO 


CS 






© 


CO^ 


-»» 


•^ 


-**« 


Oi 


CO 


CS 


f^ 


kA 


CO 






O 


Oi 


o 


CO 


00 


kA 


CO 


*H 


•-i 


O 


CO 






CO 


^. 


" •» 


"^ 


•* 


»^ 


c© 


OD 


P 

•% 


CS 








f 


"^^ 


** 


«1 


^rt 


***• 




^* 


CS 


es 


©4 








t^ 


CO 


kA 


CO 


CS 


00 


•^ 


Od 


00 


•^ 






o 


^^-- 


«y 


• ^ 


kA 


t* 


CO 


•<!*< 


»A 


'*-« 


kA 






o 


« 


CS 


•^ 


QO 


CO 


o 


05 


Oi 


Oi 


CO 






t^ 


O* 


94 


es 


94 


0% 


"* 


"^ 


« 


CO 


tr 








-*> 


"•» 


»• 


■>% 


•s 


•> 


•«k 


*»» 


^ 


r^ 






, 


1* 


T* 


^ 


'^ 


«r» 


'T' 


Tl 


r^ 


^p* 


^^ 






_ y 






- 


-• 


~ 


*— 


-• 




* 


■- 








M 




o 


CO 


CO 


CO 


kO 


Oi 


•^ 


o 






o 


♦»- 


■^i"* 


-o 


o> 


«s 


«Tt^ 


CS 


«PH 


-vi 


r- 






o 


••l* 


lA 


CO 


QO 


CS 


CO 


*H 


CO 


o 


*H 






CO 


% 


^ 


^ 


% 






n 






«^ 






-- 


^m 


«^ 


'^ 


^m 




^r* 


•r» 


^-t 


^ 


«-« 


1 




- 


* ' 


* 


* 








« 




■; 


■^ 


^ 








CO 


CS 


CS 


CO 


-t-4 


r^ 


CO 


Tj« 


r- 




-o 


♦♦ 


kt^ 


•^ 


oo- 


t* 


^■ 


"^ 


t— 


•^ 


■o 






o 


t^ 


t^ 


00 


o 


v^ 


•^ 


CO 


oo 


o 


^H 




&• 


>o 


OD- 


^ 


0& 




^. 


«?t 


!> 


^ 


^ 


^. 


«» 


*?, 


<9 


p 


o 


o 


9 




p 


^^ 


^ 


&r 










- 






■ 


- 




— 




A 










^- 






* 


' ^ 


- 


, 


« 


«* 






^H 


t^ 


CO 


CO 


CO 


CO 


CO 


•A 


•^ 


C5 


«.^ 




o 


— 0&~ 


0» - 


•«** 




v^ 


es 


co- 


-CO 


o 


«H 




1 


o 


c» 


Od 


o 


^H 


CS 


CO 


•^ 


kA 


CO 


CO 


49 


' 


•«* 


C0 


CO 


l>» 


r» 


r* 


t»- 


t»- 


t*^ 


f 


i->» 


^^ 


^^^ 




■^» 


•s 


•"»» 


>*» 


"*> 


"^ 


-». 


•s 


"». 


*K 


^«M- 

• 


^*^ 




Q 


p 


p 


P 


Q 


<5^ 


O 


Q 


o 


o. 


X> 


; 


. 


• ■* 














•• 


'• 






i 




• - 


• 


., 


« ta 




«m. 


^^«4 


_. 






E^ 


L* 




CO 


CO 


CO 


Tj« 


"<1* 


Oi 


es 


Od 


Tj« 


CO 




!■ 


o 


♦o 


■ ^ 


CO 


c» 


•«o 


r- 


«s 


-kA 


OD 


o 






o 


CS 


CS 


es 


CS 


CO 


co 


•^ 


l« 


•<!*< 


"^ 




1 


CO 


kQ 


4k 


<l 


iQ. 


kO 


ki» 


u»^ 


U»^ 


^ 


kA 








0\ 


«^ 


** 


•% 


*• 


■^* 


•v 


Ts 


•^ 


•♦. 






- 


o 


o 


o 


o. 


o 


•Mb 


P 


p 


P 


^ 






p 


— 


— 




- 




- ^ 




-■ 


1 


': 








- 


CO 


a> 


OD 


o> 


CO 


kA 


»A 


tH 


•^ 






o - 


0> 


o» 


<s> 


o 




ffO- 


•* 


kA 


^ 


<o 






o 


•^ 


Tj« 


'Tt* 


ko 


kO 


kO 


kA 


»A 


kA 


UO 




' 


CS 


CO. 


CO. 


^ 


«GL 




CO. 

•> 


ca 




*^. 


CO 






c 


o 


<? 


o 


"^ 


*?: 




"? 


p 


P 


p 




, 




' 


^ 






- 


:; 


- 


^ 


»*' 


. 








lO 


CO 


CO 


00 


o> 


^^ 


CS 


CO 


f 


•rf« 






s 




^ 

t«^ 










kA - 


«A 


lA 


kA 




• 




r* 








r^ 


* ^ 


& 


*^ 










#% 


«« 


*\ 


•> 


^s 


•^ 


•«\ 


•*. 


#\ 


*« 




, 


•n 


Q. 


^ 


^ 


« 


<5t 


O. 


O- 


p 


P 


<^ 






:- 


- 


-X. 


' W 




- 


'-■ 


- 


■^ 


" 








^ 


ö 


S 


O 


O 


Ä 


<^ 


o 


c? 


O 


ö 




, 


«Mta 






«■^ 




*_< 














O 


© 


© 


© 


€■ 


© 


% 


©" 


O ' 


o" 




• - 


^ 


<s> 


4^ 


Ci. 


o 


<^ 


2 


s 




~ 


» , 


^-t 


d 


c* 


■« 


k« 


CO- 


t*^ 


o? 




^ 


^: 


-* 










— 


\ 


■C 


-, 










"* 








» 











9i9 











a 














1 


1 


o» 


-J 


<S^ 


Ot 


»1^ 


OB 


M 


i-k 






^ 


^, 




"S. 


O 

o 


•t 


'S 


^' 


«i 




o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


9 


o 


S 






o 


(d 

t* 

^ 


*>• 




<^ 


*>• 


CT 

** 




i^ 


kü* 


-1 


C*9 


03. 


Ca 




-vi 


-vi 


»1 


»1 


»1 


S 




05 


•o 


00 


CO 


o 


K9 


00 


1^ 


O« 


Ot 






O» 


o 


o 


o 


o- 


<^ 


c» 


^ 


o- 


o 


., 




N* 


s« 


<« 


>•• 


«« 


^#' 




«« 


•« 








oy 


oa 


Ocr 


oy 


oy 


oy 


oy 


oy 


ay 


oy 


K9 




rf^ 


itik. 


itih. 


rf^ 


1«^ 


rfi» 


rf^ 


1^ 


1^ 


1«^ 


O 




»^ 


K»- 


»» 


&3 


c^ 


o»^ 


-4- 


o» 






o 




o 


K9 


CO 


OD 


o 


bd 


00 


00 


CO 








o 


O 


o 


o 


^ 


o 


^ 


^ 


^ 


<> 






%• 


«• 


s# 


^» 


««' 










«* 






or 


or 


CWr 


cn 


or 


or 


OT 


or 


or 


or 


Od 




o 


<^ 


O 


o 


•->• 


^i* 


H-k 


K9 


^9 


In9 


o 




o- 


«j» 


k^ 


o» 


«g>- 


ifk- 


••^ 




M^ 


O» 


o 




o 


^ 


<o 




O 


^~ 


CO 


CO 


CO 


c» 






o 

in* 


5> 




d" 


o- 


i?^ 




<> 


ü^ 


1 




.* 


OT 


o; 


9» 


<9» 


o» 


<9» 


0^ 


O» 


O» 


o» 


»^ 




tCk. 


1^ 


1^ 


cn 


Oi 


•J 


OD 


CO 


CO 


CO 






Ii.»- 


ip- 


<e 


-* 


0» 


9»- . 


O« 


K» 


^ 


OO 


Ol 




00 


a> 


^ 


o» 


^ 


oo 


t-* 


l-fc 

• 


o» 


l-fc 






o 


o 


O' 


o- 


O« 


O* 


O 


o 


o 


«^ 


- 


*^ 


s# 


«>« 




<« 


«« 






^ 




«^ 




-* 


•«t 


mg^ 


-«•■ 


0» 


0»- 


00 


oo 


cw 


oo- 


o« 




05 


a> 


00 


CO 


M* 


00 


1^ 


05 


Oi 


-vi 


o 




o> 


<o 


o 


«• 


o» 


M^ 


o^ 




^O" 


•*- 


o 




o 


-vi 


l-fc 


1«^ 


1^ 


-vi 


oo 


1^ 


OD 


^ 






o 


o 


o 


o 


O 


o 


•■*■ 


Mk 


» 


HM»' 


- 




-».# 


»* . 


«« 




*>• 


X« 


<« . 


<« 


*« ^M. 


^ « 






Q» 


0» 


OSr 


CO 


CO 


CD 


o 


o 


^ 


^> 


Od 




a> 


•J 


CO 


•->• 


1^ 


00 


o 


K9 


1«^ 


»f^ 


o 




«> 


»^ 


♦■^ 


o» 


CO 


O 


-* 


CO- 


b» 


-4- 


o.. 




o 


OD 


>^ 


rf^ 


oo 


H^ 


Oi 


o 


Oi 


to 






o 


Ö 


O' 


)-* 


H^ 


M' 


t— ■'■ 


^. 


H*' 


Hl* 


." 




<» 


"<& 


^ 


^■ 


"<2p 


»iw 


1.^ 


1.^ 


fc^y 


h» 


-vi 




o. 


vr 


CO 


K9 


-^ 


bS 


Oi 


CO 




In9 


o 




<^^ 


^». 


c>& 


o>- 


Vx- 


K»- 


«•»- 


1^- 


1^ 


'^i^ 


o. 




'^ 


1^ 


o 


05 


o 


i-fc 


k«9 


CO 


CO 


-vi 






o- 


M^ 


^_^ 


1-*- 


l-fc' 


»-k 


• 1 


** 


Nar 


- 1 


■ 




•^ 


^ 


«^ 


^ 


^ 


«« 


%• _ 


** 


** 


«A ' 




H 


c^ 


o- 


o- 


N^ 


»-* 


»<* 


o» 


o» 


O» 


0* 


00 




OD 


o 


<y» 


N9 


CO 


<y» 


1-^ 


o» 


OO 


CO 


© 




»^ 


CM 


o> 


»« 


»« 


CO 


o^ 


CO 


-^• 


O»^ 


0-- 




<». 


1^ 


ci 


cn 


o. 


Q 




-vi 


<^ 


00 


- 












o$ 


OS' 






•-* 

s# - 

o» 


o» 


CO 




er- 


»(h^ 


•i^ ■ 


HÄ 


<3^ 


CO 


Oi 


fc& 


or 


•o 


o 




•«^ 


o 


OD 


M* 


Ot 


oo 


-4 


oo 


OO 


o 


o 




•li " 


~"^* 


^ 


■*" 


-or 


Si 


-•er- 


•■09- 


"CO— 


—OD 




1 






H. 

:9l 



!+*■ 


+14 


4cia 


+*' 


-3' 


— 3' 


+3- 


+(r 


H-0' 


f-lO' 


2 4 




-11 










B 


— 




3 5 




13 














11 


4 5 




12 
















5 6 




12 














11 


S 6 




12 














12 


7 7 




11 














•12 


9 7 




11 














12 


II 7 




11 














13 


• 8 




11 














13 


( 8 




1» 














13 


2 9 




Itt 














13 


a 9 




10 














.14 


4 S 




1» 














14 


& 10 







+0 












14 


e 10 




s 






+9 








14 


■ 10 




» 














14 


ä 11 




6 














\h 


9 11 




8 














.15 


11 11 




- 8 














15 


la 




7 














15 


2 12 




7 












IS 


12 




7 






■ 








15 


12 




7 














16 


13 




,« 






:i 








16 


13 




6 






i 








,16 


13 




;5 






i 








16 


n 




-5 






3 








16 


13 


"s 






3 






p 


16 


14 




■'5 






■A 






)ü 


16' 


14 




' 4 















;i6i 



58 


Proportional-Thelle und Multiplications-Tabelle. 




D 


1 


2 


8 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1 

1 


o,i 


0,2 


P*3 


. ö'4 


, P^s 


0,6 


9,7 


. 0,8 


■°f^ 


2^ 


0,» ■ 


o,4 


•o,6 


6-% 




' 1,2' 


'«,4 


W,B 


3 


o,3 


o,6 


o,9 


1,2 


^:i,-5* 


-•»,< 


2,1 


2,4 


2,7 


4 


o,4 


0.8 


lf2 


1,6 


2,0 


2,4 


2,8 


3,2 


3,6 


5 


<^jS 


i,o 


1,5 


2,0 


2,5 


3,0 


3,5 


4,0 


.4,5 


6 


0,6 


I,» 


: 1,8 


2F4 


4,0 


3,6^ 


4t2 


4,8 


"5,4? 


7 


o,7 


1,4 


2,1 


2f« 


'^,5 


•^" 4,2^ 


4,-9 


5,6 


6,r 


3 


o,8 


1,6 


2,4 


3,2 


4,0 


4,8 


5,6 


6,4 


7,2 


9 


o,9 


1,8 


2,7 


3,6 


4,^ 


5,4 


<?,3 


7,* 


8,1 


10 


i.o 


V» 


3,o 


- 4,0 


SrO 


-6,0 


7.0 


8,0 


9,0 


11 


1,1 


*,» 


3,3 


4,4 


5,5 


6,6 


7,7 


8,8 


9,9 


12 


h^ 


»,4 


3,6 


4,8 


.6,0 


7,2 


8,4 


9,6 


.10,8 


18 


1,3 


2,6 


3,9 


5,2 


-6,5 


7,8 


9;i 


:io,4 


11,7 


14 


1,4 


2,8 


4,2 


5,6 


.7,0 


8,4 


9;8 


11,2 


12,6 


<15 


1,5 


3,o 


. 4,5 


6,0 


.7,5 


9,0 


i5>;5 


i»,o 


13,5 


16 


1.6 


3,2 


4,8 


^4 


-8,0 


9,^ 


11,2 


112,8 


14,4 


17 


«*7 


3,4 


< 5,^ 


6,8 


.8,5 


10,» 


Ui9 


13,6 


•15,8 


-18 


1,8 


3,6 


5,4 


7,2 


9,0 


10,8 


ijt;6 


14,4 


-16,» 


19 


1,9 


3,8 


5,7 


7,6 


•9,5 


11,4 


i3;3 


^5,2 


'17,1 


20 


a,o . 


4,o 


6,0 


8,0 


(0,0 


12,0 


i4;o 


iiS,o 


'18,0 


21 


a,i 


. -♦'* 


6,3 


8,4 


«o,5 


12,6 


I4i7 


1^,8 


18,9 


'22 


2,a 


4,4 


6> 


8,8 


11,0 


13,2 


15,4 


17,6 


19,8 


28 


»,3 


4,6 


6,9 


9,2 


",5 


13,^ 


16, 1 


ife,4 


"2o,r 


24 


»/4 


' 4,8 


7,2 


9,6 


1270 


14,4 


16,8 


19,2 


21,6 


25 


«,5 


5,o 


7,5 


10,0 


iar,5 


15,0" 


17,5 


«fe,0 


22,5 


26 


2,6 


. 5,2 


7,8 


10,4 


13,0 


15,6 


18,2 


«0,8 


23,4 


27 


»/7 


5,4 


8,1 


10,8 


t3,5 


16,2 


18,9 


ai,6 


•24,3 


28 


2,8 


5,6 


8,4 


11,2 


*4,o 


16,8 


1^,6 


*2,4 


:^s,2 


•29 


*/9 


'..5,8 


. 8'7 


ii;6 


14,5 


17,4 


2t>,3 


23,2 


•26,1 


30 


'3.0 


6,o 


9,o 


12,0 


t5,o 


18,0. 


21,0 


U,o 


:27,o.; 


81 

1 


3,1 


6,2 


, 9,3 


12,4 


;i5,5 


18,6 


21,7 


U,8 


27,9 


82 


3,» 


6,4 


. 9,6 


12,8 


%S,o 


19,1 


22,4 


7^S,^ 


728,8- 


83 


3#3 


6,6 


9,9 


13,2 


16,5 


19,^ 


23,1 


26,4 


'29,7. 


34 


3r4 


6,8 


lo,:^ 


ij,6 


t7,o 


zo,4 


25,8 


27,2 

zi.o 


.3.0,6- 


35 


St 5 


.7,0 


io,5^ 


i4»o 


It7,5 


21,6 


»4^5 


,J^'5' 


86 


;3,6 


. 7,2 


^ io,8. 


14,4 


18,0 


2I,ff 


25,2 


2^8 


.3>2,4.^ 


;87 


r3;7 


. 7,4 


11,1. 


14^8 


18,5 


22,2 


25,9 


29,6 


i3,3~ 


88 


"3>8 


7,6 


^h^ 


15,2 


19,0 


22,8 


2?,6 


30,4 


;3"4,^ ". 


89 


3,9 


7,8 


11,7 


15,6 


19,5 


23,4 


21; 3 


31,2 


<35,i,. 


40 


4,o 


8,o 


I2,0 


16,0 


20,0 


24,0 


28,0 


32,0 


36,0 


41 


4,1 


8,2 


12,3 


16,4 


20,5 


24,6 


28,7 


32,8 


36,9 


42 


4,» 


8,4 


12,6 


16,8 


21,0 


25,2 


29,4 


33,6 


37,8 


43 


4,3 


8,6 


12,9 


17,2 


21,5 


25,8 


30,1 


34,4 


38,7 


44 


4,4 


8,8 


»3,2 


17,6 


22,0 


26,4 


30,8 


35,2 


39,6 


45 


4,5 


9,o 


13,5 


18,0 


22,5 


27,0 


31,5 


36,0 


40,5 


46 


4,6 


9,2 


13,8 


18,4 


23,0 


27,6 


32,2 


36,8 


41,4 


47 


4,7 


9,4 


14,1 


18,8 


23,5 


28,2 


32,9 


37,6 


42,3 


48 


4,8 


9,6 


14,4 


19,2 


24,0 


28,8 


33,6 


38,4 


43,2 


49 


4,9 


9,8 


«4,7 


19,6 


24,5 


29,4 


34,3 


39,2 


44,1 


50 


5,o 


io,o 


15,0 


20,0 


25,0 


30,0 


35,0 


40,0 


45,0 



Pioportlonal-Thelle nnd Mnltiptlcitions-Tsbelle. 



S.i 


io,i 


rj,J- 


'»ö;»- 


■ü.r 


■3Ö.6 


35.7 


40.8 


J;» 


-»-4= 


ij,6 


tOyS 


^6^ 


3lr» 


■J6,4- 


41-6 


S,$ 


.0,6 


»S.9 




?6.s 


]..8 


37-1 


4»,4 


5,4 


10,8 


16,1 


11,6 




3».4 


17,8 


43,* 


S,5 


»Ä 


'^S 


»1,0 


»7.S 


33,0 


38,S 


.44^ 


S,6 




16.8 


.»»•4 


18,0 


33,6 


39,» 


44.8 


1,7 


'",■4 ' 


^7,1 


»*.8- 


»8,5 


34.» 


39,9 


HS.6' 


i.« 


'ir;6 




»}-»' 


»9,0 


34.8 


40.6- 


46,4 


S,9 


'il<,S 


i7.7 


»3,6 


»9.S 


35i4- 


41,5 ■ 


4r;» ■ 


6,0 


11,0 




a. 


10,0 


16-0 


4i,t> 


48,=,. 


6,1 


11;» 


18,3 


J<^.5 


16.6, 


..f ■■'- ■ 


4.8,8^ 


6,» 


lt. 4 


18,6 


14,8-. 


1','" 


17,»; 


g;; 


49,6 


6,J 


:i»,6 


.09,9 


*'■? 


31,5 


37.8' 


50,4, 


6,4 


:i»,B 


19,1 


iS,^ 


J*,o 


J8,4- 


sr 


51,* 


6,5 


;ii,c 


.19,5 


16,0 


j^5 


19.0- 


5»,o, 


6,6 




■19,8 


»6,4 


3:5-° 


J9:6- 


46,» 


5», 8 


«•-T 


I ,4 


ilO,I 


»6.8; 


33,5 


40, »■ 


46,9 


53,6 


6,8 


.1 ,6 






34- 


40, 8- 


■47.6 


54,4 


6,9 


.»0,7 


Vi'.l. 


J4,S 


41,4 


4V. 


S5.V 


7,0 


.I*p 


11. 


ii.^ 


JS-.o 


4»;o; 


49.0. 


■SP.P,- 


r,» 


,■4,» 


:".3 


»9,4, 


JJ,5 


4*,6 


4.9,?., ■ 


.56,8.- 




»4.4 


.1,6 


«8, 8; 


»6,0 


41,», 


S.o-4 . 


:i7,6 


7^,3 


■4,6 


*i,9 


«,%- 


Jä,5 


41,8. 


S,>.,> , 


-58,4, 


7,4 


14,8 


*!,* 


»9,fr 


n,° 




S,i,,«, 


J9,». 


7,5 


,'S,» 


■M.S 


W,t^ 


IX s 


45,0' 


S,»,J 


ßo.o- 


7,6 


ij.« 


11,8 


3?.4- 


3a.o 


45,6 


JJ,*, 


.60,8. 


7,7 


'5,4 


»3-1 


J9.8 


«,s 


46,», 


S:l 


6.1,6 


7,e 


,■5,6 


.»S,4 


X,» 


J9,ö 


46,8, 


6*,4: 


7,9 


15,8 


L»l,7 


H-ä 


M,5 


47,4 


W.3 


6j,»>i 


e,o 


.6,0 


.14,0 


J*,0' 


40,0 


4ev0. 


JÄ.» 


614,0! 


S.'* 


nfti» 


»4,1 


I»,4' 


4b* 5 


48,6 


J<it: 


64,8' 


»,» 


ifr,4 


»4,6 


S»,8. 


4»,o 


49.» 


57.4 


6r;6 


8,3 


■i6,ß 


14,9 


»,»■ 


4'i-,i 


49-1 


s«,"i 


.66,4^ 


8.4 


laj 


as,i 


J3,6 


4a, 


50,4. 


!»,« 


■er.ai 


8,5 




»5,5 


34M 


4»,i 


Sl,o. 


&i 


:t»,0 


B,6 




^5,8 


54-4 ■ 


43,0 


5<>6 


68,8 


»«■ 


■l*,4 




34,9 


43,5 


s».,*. 


6», 9 


69.6' 


8,8 


■T,6 


i6a 


35,* 


44-0 


s*,» 


61,6 


70.4 


8,9 


■i*,B 


»6,7 


ss,a- 


44,5 


53-.4 


6»,3 


7 1,1'' 


9.0 


18,0 


17,0 


36,0 


45.0 


54.0 


63,0 


7»,o 


9,' 


18,1 


»7,1 


36,4 


45,5 


54,6 


63,7 


7». 8 


9.» 




»7-6 


36,8 


46,0 


55.» 


64.4 


73,6 


9,J 




»7-9 


37.» 


46-5 


55.8 


65, 1 


74-4 


9,4 


Ig,« 


18,2 


37,6 


47,0 


56.4 


65,8 


75,» 


9,5 


19,0 


»»-5 


38.0 


47,5 


57.0 


66,5 


76.0 


9r6 


19,1 


28,8 


38,4 


48.0 


57.6 


67,» 


76,8 


9,7 


19-4 


»9." 


38.8 


48,5 


i«,» 


67,9 


77,6 


9,8 


19.6 


»9-4 


39.» 


49.0 


58,8 


68.6 


78,4 


9,9 


19,8 


»9-7 


39,6 


49,5 


59.4 


69.3 


79.» 


io,o 


10,0 


30,0 


40,0 


S0,o 


60,0 


70,0 


80,0 



60 



Ortstafel. , (Sfernirartea») 



Ott 



lOsoftisi^BpeB 



Breite 



mft 



Länge V. Ferro 



«■B« 






AÜOQ» . . 
Berlin ... 
B«im . • 
Breslau . 
Bciisdel. ^ 
Cambridge Engl. . 
Oambridgß K.-A, . 
Obristianijt . 
CopenhAgeo 
Daazig. . . 
Edioburgh . 
Oottlpgea j, 
Greenwich . 
Helstngfors . 
Kasan . . . 
KSttigsberg . 
London. -. , 
Miadtas . '. '. 
Mbikau. . 
Neapel . ', -.' 
Nikolajew' V. 
Pklerm« , 1" 
Ptramatt* .' 
Paife .... 
Potenbnig . 
PkiU:alp«ÜA, 

Bon t • • .• '•' 
Sioekholm, V 
TnrtB. • >• -. 
Ufaila . . 
Vgb. d. g. H. 
WaatUßgton 

Zdrieb . . «i 



53i0 32'45N 

W. 30 U„ 

5a 4a 4^ „ 

51 6 56 „ 

50 51 tl„ 

5X 12 S2 ,, 

42 22 49 „ 
59^ 54 44 « 

Sa 40 53 „ 

54 21 18 „ 

59 57 23 „ 
5t 31 48 , 
n 2S 38 „ 

60 9 42 „ 

55 47 23 „ 

54 42^ Äf „ 
5f 3r 36« 
t5 ^ 6„ 
65 45^ 26« 

m 5^ 4t „ 

46 5d 21 » 

3ft 6 44» 

55 4» 56 3 
^ 50 ISN 
59 5& a^ » 
tw oX . S » 
4i 5a 52 n 
5^1 2(k 34 „ 

^ 4. 6» 
5Gi 51c 5Ö » 
33 56u 3S 
38 5a 39N 
48 12t 36 „ 

47 22 31 „ 



270 36' 

31 a 

24 45 

34 42 
22 l 
17 45 
53 2T 
28 23 
30 14 
36 2Q 
H 28 
27 36 
17 39 
42 37 
^6 4T 
38 9^ 
17 80 
97 54 
55 14 

'31 54 
49 8» 
:31 1 
•H8 41 
'20 
.47 58^ 
.51 29 
80 8 

35 4a 

25 li 

35 i% 

ao .8 

59 22 
34 2 

26 12 



n 

n 



18"0 

30 ^ 
45 „ 

8 

53 
27 „ 
23 W 

20 
35 
53 
52 
18 
46 
30 
45 
30 
30 

1 
1 

51 „ 
18 „ 
10 „ 

21 „ 
/ 

8 y, 

22 W 

ao o 

20 „ 

52 n 
20 « 

31 n 
47 ^ 
36 O 
45 ^ 



» 



» 



Aliäintetik. 



A, Erklrärniiigeai iin4 ^JF^i^d^'QBetze. 

a. Bie GrancUi«9 4ei Xüikm»iAk bildot 4ie natösUoba 2)al»lien- 

leiba : 4 , 2, ^^ 4 « . . ^bne £nde. 
2. Irgend welche Zahlen der Zahlenseihe bezeiehn0^ iinui durch 

BachatabQB< Allgetoo^e JZaihleq. : 
X Bildet mux am raehieren all^ioeiBe« Zatlea eiü« iMrne Zahl, 

60 iieiiAt man dieae Yei^iodiing «inen Zahknaua4rBiCk., oder 

kurz ^nsdmck. 

4. Um anzudeuten, dasa zwei AufidvAclie igldkh sind^ verbindet 
Juan dieaelbeu duxcb das Zeicheii xts (Oteichhoiitszieiix^ii) z. B. 
a SB 6. Diese Verbindung heisst esiie GkltehABf, h die rechte 
und a die linke Seite derselben. 

5. Man nennt eine Zahl 4i ^^l»er als 6 (a >> 6) , wenn 6 der 
Zahl a in der Z^hknieihe ^voniiigeht, wahtend alfdana h ideiner 
als a (6 <^ a).geDiinnt wlrdv a ^ 6, hdisBt u uQglaiieh &. 

6. Die Verbindungen a>ft, a<iß, A ^ B nennt man Un- 
gleichungen. 

B, Die einfachen ZahlenvierbindungeB.. . 

Die dumme riröiet Zahlen. 

1. Die Summe zweier Zahlen erhalt man durch SBnzuzählen 
(Addition) 4er EiokeiteB der einea Zahl zu den Einheiten 
der andern Zahl. 

2. Die Summe von a und 6 wird bezeichnet durch a -\-h, ge- 
lesen a plus 6. Die Zahlen a und 6 werden Summan4en 
gemiitn't. 

3. Die Ordnung der Summanden Ut ^eic^gftltig. a 4* ^ ~ ^ + <>• 

Das Produkt zweier Zahlen. 

1. Eine Summe von gleichen Sixmmanden heisst eift Produkt, 
der gleiche Summand wird Multiplikandus, die Wiederholungs- 
zahl desselben Multipükator genannt» 
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2. Ist a der gleiche Summand, b die Wiederholungszahl , so be- 
zeichnet a . b oder a b das Produkt , gelesen a mal b. 

3. ab ssba, d. h. Multiplikator und Multiplikandus können ver- 
tauscht werden , weshalb man auch a und b die Faktoren des 
Produkts nennen kann. 

Die Potenz einer Zahl. 

1 . Ein Produkt gleicher Faktoren wird eine Potenz dieses Faktors 
genannt. Der gleich^ Fakt^ hei^s^ die Basis (Grundzahl), die 
Wiederholungszahl der Exponent. 

2. Ist a die Basis und b der Exponent, so wird die Potenz durch 
aJ* bezeichnet, gelesen a hoch b. 

3. Die Potenzen a^, a^, a* heissen der Reihe nach das Quadrat, 
der Kubus, das Biquadrat von a. * 

Die Differenz zweier Zahlen. 

Ii Denkt man sieb a al« die Summe zweier Zahlen, von denen 
der eine Summand b ist; so helsst der andere Summand die 
- ' DifferenE von » und 6. ' 

2. Die Dififerenz von a und- b bezeiChiKFt man dorch a — b , ge- 
' lesen a minus h. Die Zahl a helsst -der Minuend, b der Sub- 
trahend» Das Bilden der Differenz heisst die Subtraetion. 

3. Aus No. 1 folgt : (a — 6) + & = a; (a -f- &) — & « a und 
• a — (-a ' — &) SS &. Das Zeichen ( ) nennt man eine Klammer, 

dasselbe deutet an, d&ss der eingeschlossene Ausdruck' als eine 
Zahl zu betrachten ist. 

Der Quotient. 

1. Betrachtet man a als das Produkt zweier Zahlen, von welchen 
die eine gleich i ist, so heisst der andere Faktor der Quotient 
von a und &. , ' 

2. Den Quotienten von a und b bezeichnet man durch -j- oder 

a : 5 , gelesen a durch b. 

Die Zahl a heisst der Dividend, b der Djlvisor. Das Bilden des 

Quotienten heisst die Division. 

ci ab ' a 

S.' Aus 1 folgt: -r- • & «a a ; -^ sat a und a : -?- s* 6. 

ob 



• 1 



Die Wurzel aus einer Zahl, 

1. Denkt man sich a als die b^ Potenz einer Zahl, so^^^eisst die 
Basis die 6*« Wurzel aus .a. - 

b 

2. Die ftt« Wurzel aus a wird durch ya" bezeichnet, a heisst der 
Radikand, b der Wurzelexponent. Das Bilclen der Wurzel heisst 
^ie Wurzeläusziehung oder Hadikation. 

• • b _ ' b 

3. Aus 1 folgt (>/a)* ar aund Vo^=sa. « 
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.D«x Logarithmiu einer Zahl. 

1. Betrachtet man a als die BaSls einer Potenz Tin<l.& als den 
Potenzwerth, so triid der Exponent~deT Logarithmtis von b zur 
Basis a genannt. * ~ 

%. Den Logarithrans von h zur Basis a bezeichnet man durch 

a 

logb, gelesen Logarithmus von b für die Basis a. Die Zahl b 
wird der Xogarithmand oder Numerus genannt. 

3. Aus 1 fblgt: a 1^* = b und loga* = n. 

Umformung der Orundgleiehungen. 

1. Aus a -{- b =: c folgt a^^ e — b 

2. „a — 6 = c„a = c-|^& 

^ _ e - 

3. „ ab ^ c „ a = -^ 

A ^ I. - 

4. „ y ~ ^ „ az=^bc 

n 
5.' '„ a^ s= e „ a = yT 

6. „ }/a Ä c „ a = c**. 

Hieraus die Regel: Eine Zahl kann durch die entgegengesetzte 
Operation von einer Seite der G^leichung auf die andere Seite der- 
selben gebracht werden. 

Gesetze für das Rechnen mit allgemeinen und mit 

numerischen ZLahlen. 

Addition und Subtraktion. 

3. fa — &j + c =s (a + cj — & SÄ c — ft — 4jJ 

4. (a — b'S -^ c SS (a -^ c) — 5 ■= a — (b -\- c). 

5. (a — 6) -I- (c — d) = (a + c) — (& 4- (f) = (a— 6) — (d — c). 

6. a — & == (a + c) — (6 + c) = (a — c) — (& — c). 

Bei Jeder Zahlenverbindung wie a — b -^ e — d — e, führt 
man die Operation der Addition und Subtraktion in der Reihenfolge 
«US, wie dieselben von links nach rechts aufeinander folgen. In 
den Gesetzen von No. 1 — 6 können daher Alle Klammem fortfallen, 
vor denen kein Zeichen oder das Pluszeichen steht, ausserdem er- 
giebt sich noch , dass die Reihenfolge der Addition und Subtraktion 
gleichgültig ist. 

Die Null, die positive und die negative Zahl. 

1. Ist in der Differenz a — 6, ^ ^ o? so ist a — b keine Zahl 
der Zahlenreihe, diese Zahlform bedingt eine Erweiterung der 
Zahlenreihe. 



2. Die Diffeienzen o -^ a nad h -^ b eisi gleich , man nennt 
Jede Null und 6ohieiI>t a -^ a^s^o. 

3. Die Zahl vo -}- a^s= -^j- a hei&st eine positive Zahl and 

— a = — a „ „ negativ^ Zahl. 
;Die Zahl a nennt man den Zahlweith odi^jr die absolute Zfthl, 
die Zeichen + und — die Vorreichen. 

4. l*5e»n 6 > «, so lÄt Ä — 6 sas o — (6 — a) i= — (^ — a), also 
a — 6 eine Aegstive Zähl, deren Zahlwerai 5 -^ a ist. 

5. Durch Einführung der negativen Zahlen entsteht die Zahlen- 
reihe 

. . . — 4, *— 3, 1-- Ä, -^^1, ftf^j 2, 8, 4, . . . 

6. (4- a) + (+ &) = + (a + &) = fl -rh > 

7. (.-«)+(-- 6) = -(a-i- 6) 

9. (-a)-i-(+&) = -(«-6) = -|.(6-a) 

10. (+ a) — (—&) = (+ a) + (+ &3 = a + *• ' 

11. («a)-(-&) = (-a) + (-i-&) 

1 2 . a - & -h c - d — « . . . == (nj- q) + (— &) ^ (+ c) -h (- d) 

+ ( — e] . . . algebraische Summe. 

Gesetze der Multiplikation und Division. 

A, Absolute Zahlen. 

1. {ah) c = (ac) b = a (he) = abc. 

2, (a 4- &) c = ac j;: 6c. 

a X + X t= (a ^t *!) *• 
a ae a : c 

b be t'.-c ■' ' 

a ac c b 

b b b fi 

6 * tj ' 6o - 

- a i: oc 

• • T 'T"" Sd 

a c a d g : c 

*i*d. * b: d 

8. ^^^ = A 4- — 

e c "^ c 

, 6 oc-4r ^ 

-*- c 

-ö , . 6 ± ate 

— -4-0= — == • 

c -^ c 
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,, A A — Bx 



= |a.^±6.^±c^...):n. 



Theil weise Division. 



B. Positive und negative Zahlen. 

1. a • SS 

2. C— a) 6 =s a (— 6) as — afr« . 

3. (— a)C— 6)« + a& 



4. i^ 
a 



5. 

6. 



— a + a 



— a 



— 6 

+ 4 



a 

T 



Ungleichungen. 

1, a >^, wenn a — b ^ o 

2. Wenn a wid ^ absolute Zahlen 

-|-a>o, — ä<[o, +a]> — 6 und- ist a'^b 

+ a>4-6, — a< — 6 
a + c^ft + c, a — c'^b — c, 6 — a <^ c — b. 



> 

aetmhe, j« ilMM«m e 
< 

a ^ b 

— o — , je nachdem c 
c ^^ c 







ist. 



ist. 



— c c 

3. Wenn a, 5 und c positive Zahlen und a ^ & ifit, so ist — ^ -^ 

a ' b 

4. Ist a ^ 6 und c ^ d , so ist : 

a + c > 6 -f- ^^ ^"id a — d > & — c und v^enn a, &. c u. d > o, 

a b 
80 ist: ac>6d und — > 



Die gebrochenen Zahlen und Orencwetthe. 

a • 

1. Wenn der Quotient -r- Jc^lne Zahl der Zahlenreihe ist, so 

heisst derselbe eine gebrocliene Zahl, oder ein Bruch und zwar 
ein echter Bruch wenn a^b Ist, sonst ein uneöhter Brach. 

2. Nimmt man -r- der Einheit als Einheit der Zahlenreihe, so 

ergiebt sich die erweiterte Zahlenreihe: 
1 2 3 6—1 6 64. 1 

6 ' 6 ' 6 6 ' 6 ' ft 
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Die für die Zahlen der ursprünglichen Zahlenreihe aufgestelltea 
Gesetze gelten auch für diese Zahlenreihe. 

3. Die Glieder der Zahlenreihe : 

6_|-1 b 6 — 1 2 112 



nennt man reelle Zahlen. 

4. — heisst der reciproke Werth von a. 

a 

5. Eine Zahl, welche grösser wird, wie jede angebbare Zahl, 
nennt man eine unendlich grosse Zahl, und bezeidinet ^e 
mit 00 

6. Wird a unendlich gross, so ist der Grenzwerth (limes) von 

— die Null, d, h. lim ~ = und lim /— ± 6. j = ± &. 

7. Lässt man in der Zahlenreihe No. 3 die Zahl b wachsen, so 
rücken, während b von 1 bis 00 wächst, die Glieder derselben 
immer näher und näher aneinander. Für b =■ oo* ist ein 
Unterschied zweier aufeinander folgenden Glieder nicht -mehr 
angebbar, in dieseip Falle. heisst die Zahlenreihe eine stetige. 

8. lim -— = 00 , wenp Um & == 



9. -TT ) — ) 00 • und 00 — 00 sind uBbestimmtß Zahlformen. 

' 00 

Potenzen. 
A. Potenzen mit positiven Exponenten. 

2. oP : o« = a^-«, wenn p > j. 

3. {aby =^cfiW 



'• (t)'-- 



hp 



Die vorstehenden Gesetze gelten für positive und negative Basen. 
Für negative Basen hat man zu beachten : 

7. Wenn a und 6 absolute Zahlen und dabei a>d so wird of* > 6** 



f <(!)■< (Tr<(x) ■ 
i>(ir>(ir>(Tr- 
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8, Wenn a > .1 , so ist 

a« > 1 + n (a — 1) und (— | < r^, 7 r^y daher für 

\a/14-n(a — 1) 

n ^ 00 lim o** = 00 und lim j — j = 0. 

B. Potenzen jnlt negativen Exponenten. 

1. Soll aP"^ stets gleich a^ : o^ sein, so ergieht sich 

für j) = g, a^ = 1 und 

2. Die Gesetze No. I — 6 in A gelten auch für Potenzen mit 
negativen Exponenten. 

C. Potenzen von Summen und DifiTerenzen. 

1. ia±hy = a2 ±2a6 + 62 

2. (a-f-6)2 =(a — 6)2_|_4a&und(a— 632 = (a + 6)2 — 4a6. 

3. (a±by =a8 -J-3on-f- 3a&2 -f fts 

4. (a -f- ö) (a — ö) = a2 — ft» „nd a^ =z (^a + b) (a — 6) -f- ft2 

5. a3 + 53 = (a 4- 6) (a« — a& + ft») und 

a3 — 63 « (a — 6) (a^ +064- b^). 

D. Eine Zahl als Summe von Potenzen einer andern Zahl. 

1. Jede Zahl z lässt sich als eine Summe von Potenzen einer 
andern Zahl darstellen. 

. Bildet man : « = gx + r^ 

g = giX + ri 



g«-i = o.x-f-r„, so ist 

= »•«»'n- 1 «"n- 2 • • • • *'2 »"i »"o (ß*»is ») 
Ist z<Cx 80 werden die Exponenten negativ. 

2. Sind i'o f*i *'2 • • • **tt positiv und kleiner als x, so hat man, 
um jede Zahl als eine Potenzreihe von x darzustellen , ausser 
der Null noch für die x — 1 ersten Zahlen besondere Zeichen 
(Ziffern) zu wählen. Für x gleich Zehn erhält man das de- 
kadische Zahlensystem. 

3. Werden hei einer Potenzreihe die Exponenten der aufeinander 
folgenden Glieder kleiner, so heisst die Keihe fallend und hei 
umgekehrter Anordnung steigend. 

4. Die Summe, Differenz und das Produkt zweier geordneten 
endlichen Potenzreihen geben stets wieder eine geordnete end- 
liche Potenzreihe. Zur Division von Potenzreihen benutzt 
man die Formel für die theil weise Division. 
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5. Das Rechnen mit dekadischen Zahlen ist ein Reehnen mit ge- 
ordneten Potenzreihen. 

Die Eigenschaften der ganzen Zahlen. 

A. Erklärungen. 

1 . Ist a SB 5 c d , 80 nennt man &, e und d Theiler von a und 
a ein Vielfaches von 6, c, d oder 6 c, hd u. s. w. 

a wird ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen h^c^d genannt. 

2. Eine Zahl, welche Theiler hat, heisst eine zusammengesetzte 
Zahl. Eine Zahl, welche den Theiler 2 hat, wird eine gerade 
Zahl genannt, jede andere Zahl heisst ungerade. 

3. Jede Zahl, welche nur 1 und sich selbst zum Theiler hat, 
wird eine absolute Primzahl genannt. 

4. Jede zusammengesetzte Zahl lässt eich in ein Produkt von 
absoluten Primzahlen verwandeln. 

5. Haben zusammengesetzte Zahlen gemeinschaftliche Theiler, so 
nennt man dieselben relativ zusammengesetzt, haben sie kei- 
nen gemeinschaftlichen Theiler , so werden sie relative Prim- 
zahlen genannt. 

B. Gesetze. 

1. Jeder gemeinschaftliche :TheUar von o «nd h ist apch ein Theiler 
von a i &. 

2. a5 ist durch c theilbar, wenn ein Faktor durch c theilbar ist. 

D f 

3. Wenn -r *= 3 4* ~^ ^^<i '" *C ^> *lso D a« gd -f- r, so heisst 

a a 

r der Divisionsrest. Jeder Theiler von D und d ist auch ein 
Theiler von r. Jeder Theiler von d und r ist auch ein Theiler 
von D. 
4^ Wenn D==. gd-h r» 
d« girj -f-f» 



r„_ j =^ Jn*"*! + ö» so ist r^ der grosste gemeinschaft- 
liche Theiler von J> und d. 
Jeder Theiler von t) und d ist auch ein Theiler von f„. 

5. Sind 'p und g relative Primzahlen und 

-T- • p, so wie -r- • g ganze Zahlen , so ist auch --- eine 

Q 

ganze Zahl. 

'6. Wenn p und g relative Primzahlen und 

OL d a 

— , sowie auch — g^nze Zahlen sind, so ist — eine ganze 
p g V^ 

Zahl. 
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ab a 

1. Ist — eine g^uaze ZaM; — aber keine ganze Zahl, so muss 

P V 

— eine ganze Zahl sein, (a und p relativ prim.) 

ixhcd 

8. ist keine ganze "Zahl , wenn a, &, c^ d und p jelative 

V 

Primzahlen sind. 

9. Wenn a^hy c, d , . . und a^ ß, y . . . verschiedene absolute 
Primzahlen sind, so kann nicht 

ahcd , . . sss aßyS . . . pein. 
Jede Zahl lässt sich nur auf eine Art in ein Produkt absoluter 
Primzahlen verwandelt). 

10. Sind a und h relative Primzahlen , so kaan y^X keine ganze 

Zahl sein. 

11. Ist %p=z ah^ so muss einer der Fal^toren, ^ oder h <^ j/Tsein. 

Hat s. keinen Faktor <C V«) so ist z eine absAhite Primzahl. 

12. Um -das kleinste gemeinsebaftliohe Ylelfacbe mehorerer : Zahlen 
zu bestimmen, zerlege man dielseUMii in ihreiBrimfaktoren und 
•bilde das -Produkt de» un^eiehto Primfaktorenfioienzeii, welche 
den- groesten - Exponelkten haben. . 

^^ß,>c&py^, ay». Kleineies «em. WieH. a^ßyK 

' ' ' . • .'. 

C. Kennzeichen der Theilbarkeit dekadisc)lier Zahlen. 
» = r^ + fj iö + fj 102 + j.^ löä -h r^ 10^ . . . r^ lO»» sei 
N irgend, eine Zahl, &o ist: 
J . z durch 2 theübar, wenn r^ == oder eine gerade Zahl ist. 

2. s „ 4 • „ „ r^ + 2rv durc^ 4 theübar ist. 
3^»= ♦, S „ ,, r^, 4- 2ri '^-^Ta duj59J>.8 th^eübarist. 
4* z „ .3 oder !9 theilbaf „ . wenn «"o 4- ?:i ih T« • • • Ui toch 3 

94er 9 theilbar ist. 

5. s ,, 5 theilb«ir, wenn r^ttts oder 5'IM.- 

6. z „ ,11. theübar, venn r^-j- r^ + r^^ . . ^ — Qr^^-\-r^-^r^ , , .) 

durch 11 theübar ist. 

Decimalbruche. 

l. "hft z eine ganze Zahl,, so wird ein Bruch von der Form 77;= 

ein Dezimalbruch genannt; z heisst der^ ZShlA und 10^ der 
'• NeAnör.- "■ '■ • ■ - '' . • ' .-.it. 

Da «-fnlO«'H-r„.ilO«»-» >«+ ,10lP + « 4.r„10^ 

-l-rp-tlO^"*' ra'lOa -l-f^lQ-l^r^ ist, «o,.wird im 

AUgemeinen :" . • . . ■ . 

• - JL-i^T^m-^p H- r„_ , if *;«'^'' +■ . . • r^+ , 19 1 'i. ' 
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Jeder Dezimalbruch ist also eine geordnete fallende Potenzreihe 
mit positiven und negativen Exponenten. Deutet man die Stblle, 
in welcher die negativen Exponenten beginnen durch ein Komma 
an, 80 ist 

j^ = r»r„. 1 . • ' r^, r^« , r^« 2 • • • '•2 »"t »"o CB*sis 10). 
z. B. 



.12876 
103 "" 


12,876 


12876 
10« "^ 


0,12876 


12876 

ins ~" 


0,00012876 



2*. Man kann an jeden Dezimalbruch, ohne seinen Werth zu 
ändern, zur Rechten beliebig viele Nullen anhängen. 

3. Ein Dezimalbruch wird mit 10** multiplicirt , wenn man das 
Komma um n Stollen nach rechts, und durch 10** dividtrt, 
wenn man dasselbe um n Stellen nach links rückt. - 

4. Eine Einheit irgend einer Dezimalstelle ist grösser als . die 
Summe aller folgenden Bruchstellen. 

5. Kürzt man einen Dezimalbruch auf n Stellen ab., indem man 
die folgenden fortlässt, so muss die Ziffer! in der.nt«n Stelle 
um eine Einheit TergroBsert werden v wenn die -Ziffer in der 
n 4- isten Stelle > 5 war. 

6. Um einen Bruch -r in einen Dezimalbruch mit dem Nenner 

10** zu verwandeln, suche man die nächste ganze Zahl, welche 

olO** ' 

dem Produkt —^ — entspricht und dividire dieselbe durch 10**. 

7. Sind a und !> lelatite Primzahlen, so giebt es, wenn die Prim- 
faktoren von b die Zahlen 2 oder 5 sind, immer einen Werth 

von n für welchen _ ■ eine ganze Zahl wird. 

ö 

8. Hat h in No,. 7 noch andere Primfaktoren als 2 oder 5, so 

a 
lässt sich -— nur angenähert als Dezimalbruch darstellen. Bei 

dem erhaltenen Bruche müssen von irgend einer Stelle an die- 
selben iiiffern in derselben Folge wiederkehren ; solche becimal- 
brüche nennt man periodische. ; , ■ 

9. Bezeichnen bei einem periodischen Dezimalbruch a^J^c-^ a die 
'. , ■ Ganzen j" 6, p Stellen vor dor. Periode .und c die-. l^ei^iode von 

n Stellen , so ist : a, 6c ^ iop(io«— l) ' 

lO.Für die Addition und- Subtraktion von Dezimalbrüchen gelten 
die Gesetze der Addition und Subtraktion geordneter Potenz- 
reihön , 'das Komma verändert also seine Stelle nieht. 
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a b üb 

1 1 . Da ^-jr^: . j-rs = .,« . „ ist , 80 werden zwei Dezimalbrüclie 

10** 10^ lO^^-P 

mit einander multiplicirt , indem nuan die Zähler multiplicirt 
und vom Produkt so viel Stellen von rechts nach links ab- 
schneidet, als beide Brüche zusammen Dezimalstellen haben. 

a b alÖP 

12. Da j-^ : jr-^ = ■ : 6 ist, so wird ein Dezimalbruch durch 

einen andern dividirt, indem man den Dividend mit dem 
Nenner des Divisors multipliciit und dieses Produkt durch den 
Zähler des Divisors dividirt. _ 

13. Abgekürzte Multiplikation. .Man fange die Multiplikation mit 
der höchsten Stelle des einen Faktors- an und kürze den an- 
dern Faktor, vor jeder Multiplikation mit einer der folgenden 
Stellen, um eine Stelle ab. 

14. Abgekürzte Division. Man fängt die- Division in gewöhnlicher 
Weise an und kürzt, anstatt Nullen an den Hest anzuhängen, 
bei jeder folgenden theilweisen Division, d^n Divisor um eine 
Stelle ab. 

- . K>dtteiAbrüehe. i. 

1. Wenn iV = ji Z -|- fj 

r^ „ 1 = g„ + 4 r^ 4- »"n + t » ^ ergiebt sich der Kettenbruch 

_Z __ J • • ' ■ '■ * ' ' ■ ' 



?2 4- 



3s -h • 



— - ^ . 

2. Die Brüche — , r- 3 — • • • heissen 

Ol , 1 - 1 f .r 

3i4-— ' gl +. > < I : « 

?s H 

'- - - ■ '•• ~ ' -- Z -^' • z 

Näherungsbrüche, dieselben sollen 1 durch r^ , ^^ , ^etc. 

iTj iVj JV8 

beseichnet-^werden; 

Z ' ~ ' 

3. Wenn -~ = — ist , so gilt von n « 2 Ab - 
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, Z 115 1 

4. -rr 



JV 151 , 1 

1 -\ 



3+i 



.+4 



Qnotienten: 1,' 3, S, 7, 

Näherungsbrüche: y, y. "j"' 21' 151 ' 

5. Z„_,iV„-Z„Är„_, = (-1)« 

8. A_^ - i-^T^n 



N N„ NN„ 

9. Kein Bruch mit kleinerem Nenner als der Nenner eines- 
Nähernngsbrnches kemiDt dMn Werthe des ganzen Bruches- 
näber als dieser Näherungsbruch. 

Wurzeln. 

A. Wurzeln mit positiven ganzen- Exponenten. 

n ,,, . n. ■ 'n- n n _ 

1. Yab ^ ya yb ; Y^ ^ a yi. 

y h v- ' V ^"^ & 

vT 

n n_ j»_ M 

3. |/a^ =5 (|/a ) = a« , wenn — eine ganze Zahl. 

5. <y~^ >f-6 |/5p^ == -| / ^ , ^enn — und >L ganze .ZJablen. 

6. Mit Hülfe von Nr. 5 j/^ y^F ^ |^^»T^. * "^ 

7. Es ist: y^Ta ^^ y a , wahrend ' 

y — « a= 1/ /— — keine der ^ish^^ betrachteten 
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Zahlen ist. Die letztere Wurzel nennt man eine imiiginaire 
Wurzel. 

S. Beseldmet man y^— 1 durch i, so iat: 

9. Bringt man y— a anf die Form }/— a = l/oJ«' = i Ya , 
80 lassen sich die Gesetze für die reellen Wurceln auch für 
imaginaire Wurzeln anwenden. 

10. Die Wurzel ist ein vieldeutiger Ausdruck. 

Va^«±^, y^ = aund~(- i±iVr), y^^±a 
und :iz ^^' 

11. Weau a und ^ absolute Zahlen sind und a ^ &, soJst: 

.n n 

y^ > vT. 

12. Sind a und & absolute Zahlen, so ist 

n - p 

ya > y6 , wenn aP > 6«. 

13. Ist a ^ 1, so hat man : 

n 

14. Wenn n eine absolute Zahl ist, so wird 

■n 

lim Ya f ür n SB 00 gleich 1. 

B, Wufzeln mit gebrochenen Exponenten. 

JL <i . 

1. Versteht man unter a4 stets ya^ i so behalten die Gesetze 
Yon Nr. 1—5 in A Seite 66 ihre Gültigkeit auch für gebrochene 
Exponenten. Das Rechnen mit Wurzeln lisst sich daher in ein 
Rechnen mit Potenzen verwandeln. « 

2. Giebt man in a'^, ^er Hahl x der Reihe nach alle Werthe der 
stetigen Zahlenreihe .von — 00 bis 4- CO» so bilden -die Po- 
tenzwerthe eine stetige mit oo oder o anfangende Zahlenreihe, 
je nachdfm die at>soilnte Zahl a kleiner oder grösser als 1 ist. 

3. Nehmen Potenzen für Greozwerffae d^r Basen und Ei(pQneiiten 
die Formen 1*^, ^^y 00^ an, so sind dieselben nicht 1 son- 
dern unbestimmt, lim ll 4- t-| "Uimmt f ür n ss oo 

Form 1^ an, der Werth dieser Potenz ist Qine bestimmte 
zwischen 2 und 4 liegende Zahl. ' < ~T 

C. Irrationale Zahlen und Wi^elatisziehung. 

1. Sind a iind n gatize 2ah1en und Ist a nidht^dtle M^« 'Potenz 
einef^tfhl d«r Zahlenreihe, so giebt es csch keine igebtochene 



die 
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Zahl — , welche der Gleichung ya = — genügte. Die Ya 

heisst In diesem Falle eine tfratiomUei Zahl, im Gegeneata zu 

- clen Zahlen der Zahlenreihe > welche rationate Zahlen genannt 

werden. Es lassen sich stets, zwei Grenz^hlen angeben zwi- 

sehen "welchen "j/ö" Hegt nnd-'derüntiers<ihied dieser Grenz- 
zahlen lässt sich so klein- maehen als man nur will. 

2. Die für die rationalen Zahlet bewiesenen Gesetze gelten auch 
für irrationale Zahlen. Um die Richtigkeit eines für rationale 
Zahlen bewiesenen Gesetzes für irrationale Zahlen nachzu- 
weisen kann man den folgenden Satz benutzen: Wenn in der 
Gleichung a -^- x* = 6 + y, x *nd y solche Zahlen sind, welche 
man so klein machen kann als man nur will, so ist stets 
a«= 6. 

b 



3. Wenn Va^ -f- ^ = « + 2;, so ist x = -^ ; — und für x 

' ^ ■' Aa -\- X 

b' 
kleiner als 1 ist angenähert x = ^r^ f - a . findet man mit Hülfe 

2a 

der TabelliB der Quadrat^^hlen. 

4. Wenn f^^Tl = ° V^:, eo ista: = ^_^_j-.A__ und 

b . 
für X kleiner als 1 ist angenähert x s= ; a findet man mit 

Hülfe der Tabelle der Kubikzahlen. « 



6. y7±w •= y^Tj^Ei ± Y " - V"'-" 



0.0" 



"'■;'■•• "o ■•• • ■■;d(* Vc-^pd vT) 



.;»' 



333 

• - - A 2i d'i[Yb^ zf Yfr'^'^Y ^) 



, . J. fWei?n q-hA 'i =.«i:t- ^*v so .ist. -^ ==? a und & — /J, . 
'. J .<Hr* <:}/«?*+n&?* ^» «•- heiwt der Mpjiul der CQmplexen Zahi a -+- 6 i. 
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2. (a -f- 60 ±(ci-i'ßi) ^ a±€c^(b±ß)i 
Ca-i- bi} Ca + ßi) = er a — 6 /9 + f a /? -f btt)r 

(a-1-60 (« — ^O.n= «* 4-2'* 

" + ^* __a«4- bß j^C^a - 7 g^) i 

3. Setzt man — == cos (f, — «= sin tp, also tg (/> = — 

r ^ r ^ * ^ . o 

so ist: 

a j; 6 i = r [cos (ip -|- 2i^ ;r) i » «in (<^ -f- 2p n')]. Normal- 
form, p eine ganze Zahl. 

4. (cos a-f-i sin «) (cos /?-f- i sin ß) = cos (« + /*)+ i sin («+/?) 
'coftff -fr^sin flt) : (cos ß-^^-i m ß) ^^ cos (« — ß')-\-i sin (« — /S). 
[cos «tH t sin «)** .^= (cos rta ^ i sin n«), n eine ganze Zahl. 
[Moivre'sche Satz). 

(cos a + f sin «1 n = cos "^ ^' ^ ^ o- ,• gin ^^^ ^ -^ . 
— . . . n . . n 

. Tut p sind alle ganzen Zahlen von' Null bis h ^- 1 zu setzen. 

Für n = 3 ist Wj « 2 j/V cos |-, w^ ^ 2l/7co» jE^ -^| 

6. Wenn p und g reUÜFe i^mzahlent liadnud li eine ganse Zahl, 

so ist i •' > ' '*> , > 

(cos a±i sin «)^ « cos y (a -h 2kn) -b » «^ia ^ *^** "^ ^*^^-^' 

Die Logarithmefi. . 

1., Ist die Basia eines LpgaMthmensystpms >''l, .so. liegen die 
Logarithmen' der Zahlen Ton ^ bis ÖO zwischen den Grenzen 
— 00 nnd 4-00. . . .t . 

log « — cp^ log .1 ff= 0, log 00 ^ 00,. ^ . 

2. Für die Basis a hat man: ^ , 

" log c 8=1 log 6 4- Jog c 
log «.lf)gA — log« 

.. , iSg 6« = nlog&' . , 

log |/r = — log a. 

1 " • . 
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3. Die Logaritlim«n für die Basis e es Um l\ -^ 1 fürnsoo 

heissen natürliche Logarithmen, ^erd Napier 1614). Man 

« 
schreibt statt log& kürzer \ognb. 

Die Zahl e ist angenähert: 2,718291828459... 

4. Die Logarithmen für die Basis 10 heissen Briggs^sche Loga- 
rithmen. (Briggs, Professor zu Oxfbrd, 1620}. Man schreibt 

10 

statt log h kürzer log h, 

5. Für die Basis 10 hat man : 

log 10" =a n ; log 10"" « — n. 
log&lO** » log& + 11 

^^^ iö» ^ ^*^^ ^ "" **• 

Die positiven oder negatiten ganzen Einheiten eines Loga- 
riüimiis nennt man die Sennziffer , den echten Decimalbmch 
seine Mantisse. 
Nennt man in der dekadischen Zahl 

A„r«10«-PH.r^^,10~-i-i'-h,.. r^^.,10-t-r^+. 

rp.i tO** -htp^^ 10""* + ... r^ 10"' die ^(^enten 
Ton 10 die Ordnungszahlen der Ziffern, so ist die Kennziffer 
eines Logarithmus gleich der Ordnungszahl der höchsten gelten- 
den Ziffer. Z. B. 

von log 345678 ist die Kennziffer + 5 
„ log 0,00285 « . p „ - 3. 

6. Wenn a eine grosse Zahl und log (a -|- 1) — log a s^ d ist, 
so ist, irenn x kMaer als i, angeaUiert : 

log (a 4- x) as= log a + X . d. 

7. iQgn 10;loge 8= 1. 

lo«ft «= ; TK ' ^ognb, i r^r = 0,43429448 Modul de» 

" log» 10 \lognlO ' 

Briggs'schen Systems). 

lognb^-r^ — loi; &, (_i^ «= '2,30258509 Moctul 'de» 
log« . \ log « ' 

natürlichen Systems). ' :r - 

8. Die Bes^mmnng von logn (a -j- ^. 

/ x\* •■ ■ ■ • 1 , 

Es ist e' ^lim jl H ^1 für n =« C», ferner 

■/ X* ^ xV» 

aus cos X + «-sin x i^ Icoa i* i sin — I folgtfürnssQ^ 

cos X -f~ *' siUtX V» e^, U^am: 
lognfa + 6t) B= logn r tcos (v + ^pV) + i sin (a> -j- 2pnli\ 

= lognr'€<»».'+*''^.: 
BS logn r 4- (^ 4- 2p7r)t. 



I 

i 
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Die FMlorfeHe^ BlnonlAleoefitdeiiten* 

I. Das Product: a (a±>d)(a+2d)(a±Sd). . . [a±(n— l)(i] 
a*a"l±** heUst eine Factorielle. "Pli^sn«!-» =i 1.2.3...n«xnl 
die FacuUät vom n. 

2. Der Quotient : = -^^ ^ ^ -!— ^ s (a)^ heiMt 

ein Binondakoellfiflieiit. n tot immer eine ganze positive Zahl. 

Wenn a eine ganze positive Zahl, so ist 

6- Wa + (a + 1)« + (a + 2)a • • • (n)„ = ^«»«=(«+1)«+ 1 
7. (a+6)n==(«)n+(«)«- i(6)i-^(«)n-.W.-(^)««^(«)n^*)« 

Die Comblnattonslelire. 

1. Permutationen. Die Zahlen 1, 2, d...n bezeichnen be- 
liebige Elemente. Von z^ei Elementen hei§^t dasjenige das höhere, 
dessen Ordnungszahl die grössere ist. 

P(l, 2, ...n) bedeutet die Darstellung der Permutationen, bei 

Wiederholung der Elemente P' (4«i 2*^2... n**«), p /^ ^' ^' — jaoll 

dl« Pexmutationen von den Elanenten 1, 2, 3 . . . t^^ 1^ r + 1, . . . n 
bedeaten und AP (1 .: .H). und AP* (l^i ...n"n) bezeichnen die 
Anzahl aller Permutationen aus n Elementen. 

2. P(l,2...n)«ip(!^li^-^) + 2P ^lJ^l:^) + ...' 

nP /1iA1i1l!?\. AP(1, 2,3... n) = n: 

3. AP'ri«!, 2««...n««) « C«i+«»+«»»..«n)i 

4. P(123)*=. 123, 182, 213, 231, 312, 321, 
P(1234)»1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 

2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 
4123, 4132, 4213; 4231, 4312, 4321. 
P'C1223>=1223, 1232, 1322, 2123, 2132, 2213, 
2231, 2312, 2321, 3122, 3212, 3221. 
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5. Irgend zwei SUemente- eiaer G^inpleaiioR bü49n.aiQe Nicht- 
folge, wenn das erste Element höher ist als das zweite. Die Com- 
plexiön 4312, hat die Nichtfolgen 43, 41, 41, 31, 32. 

Durch Yertauschung von zwei Elementen ändert sich die Anzahl 
der in einer Complexion vorhandenen Nichtfolgen um eine unge- 
rade Zahl. 

Entwickelt man die Permutationen durch Vertauschung von je 
zwei Elementen, so sind in den auf einander folgenden Complexionen 
die Nichtfolgen abwechselnd von gerader und ungerader Anzahl. 

6. Die Combinationen. Die Bezeichnungen analog denen 
in (1). r bezeichnet die Anzahl der in einer Complexion vorhande- 
nen Elemente, die Klasse. 

C(l,2...n)=l'c^(2,3...n)+ C(2,3....n) 

=» 1 X!\2 . . . n) -f 2*C*(3 . , . n) . . . 

(n — r4.1)C*[(n— r + 2)...n] 

7. AC(l...n) = (n)^ 

8. C(1234) «12, 13, 14, 23, 2iy U 

C (12345) «123, 124, 125, 134, 135 
145, 234, 235, 245,, 345 

9. C'(123...n)«= 1 C*(123...n)4-C'(23...n) . 

= 1 'c''(123...n)-|-2C'*(23...n)+3**C*(3...n)... 

r— 1 

10. AC' (1 . . . ») = (n 4- r — 1)^. 

11. & (1234)«= 111, 112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144, 

222, 223, 224, 233, 234, 244, 333, 334, 344,444. 

12. Die Variationen. Die Bezeichnungen analog denen in(l). 
V(l...n) = l Vi j -f 2 ^l"-2 1 

13. AV'(1 ...n) = (n\ • rl 

14. r(l...n)s=l'7'(l...tt)-f 2'?'(l...n)...n'F^(l...n) * 

15. AV'(l...n)«n'' 

16. Man erhalt ans den Combinationen die Variationen, indenk 
man die einzelnen Complexionen derselben permutirt. 
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Die Determinanten. 

1. Wenn n* Elemente und zwar je n in n Reihen geordnet, wie 



».. 



a. 



«2 &2 



öl 6i tfj, 
Oj 62 ^2 

«3 *3 <^3 



ai &1 Cj dj, 

^2 ^2 ^2 ^2 

«3 ^3 ^'S ^3 

«4 64 C4 (^4 



^lU ^1J2 ^1 J3 



a 



un 



^211 ^2? 2 ''2J3 ' • • ^2»n 



^»M *^»2 ^n>8 ' • • ^nin 
gegeben sind, so versteht man unter der Determinante (D) dieses 
Systems die algebraische Summe der Producte von je n Elementen, 
die sämmtlich verschiedenen Zeilen und Colonnen angehören. Die 

Anfangsglieder sind: a^ &2) ^1 ^2 ^3? ^1 ^2 ^3 ^ai ^i?i ^2'2 " '^nm* 
Die andern Glieder erhält man durch Permutation der Ordnungszah- 
len, oder durch Permutation der Buchstaben und Beibehaltung der 
Ordnungszahlen. Positiv sind die Glieder mit gerader Anzahl von 
Nichtfolgen und negativ die Glieder mit ungerader Anzahl von Nlcht- 
folgen. Die (i>) bezeichnet man dadurch, dass mail die Elemente 
■wie oben zusammenstellt, oder durch -2"^ aj dj, ^i aj b^ Cg. 

2. Vertauscht man die Zeilen einer (X>) mit den Colonnen, so 
wird dieselbe nicht geändert weil die Anfangsglieder dieselben bleiben. 



«1 *1 


s 


«l «2 


« » 


«1 &1 C, 





«1 


«2 «3 


«2 ^2 




b, 62 




02 ^2 ^2 
«3 *3 «3 




«1 


62 &3 
C2 <^3 



3. Vertauscht man zwei Zeilen oder zwei Colonnen einer (/)), 
dann ändert dieselbe ihr Vonelchen, denn die Anfangsgheder gehö- 
ren in Bezug auf Nichtfolgen verschiedenen Gruppen von Permuta- 
tionen an. 

4. Sind in einer (D) die Elemente einer Zeile oder Oolonne 
gleich deii Elementen einer andern Zeile oder Colonne, so ist die 
(J>) gleich Null. Denn durcb Vertanschung dieser wird JD gleich -^ D 
und auch gleich D, also gleich Null. 

5. Bezeichnet maii bei einer (/)) den Factor von a^ durch cc^, 
den Factor von by. durch /5^ etc., to sind cCf. ßr • • • Determinan- 
ten vom (n — l)«teii Grade. 

Es ist 

etc. 
Elemente einer andern Colonne statt a, 

^ _ • • n V » - ^7 ■ 

J^J ' n n n ^9 

etc., 
80 ist jeder dieser Ausdrücke gleich. Null, weil jeder eine Deter- 
minante ist, in welcher zwei Reihen gleiche Elemente haben. 



'"KßnlV 



Setzt man in 



» 



se 



D == 



«l^l«! 


« a, 


6jCj 


+ «2 


&3CS 


4-^3 


&l«l 


fll^*«« 




&3C, 




*t^ 




&2«2 


03630, 




= 6i Cjflj 


+ ^2 


«303 


+ 63 


CjOi 


l^i^a 




«1^1 




«2 «2 


= €, 


«1^2 


+ «2 


«3^3 


+ C3 


«1^1 




03^3 




«1^1 




036, 


SS &j &J1C2 


+ 62 


^<^3 


+ &3 


6,Cj 


&3«3 




6,Cj 




^Cj 


= Cj 


ftjC, 


+ e. 


^3 «3 


H-^3 


6jCj 






&S«3 




6,C, 




JjCa 



etc. 



6. Da p/> as pdj Oj 4~ P<>2 ^t ' '^'P^n'^nf ^^ ^^^ ^^^ 



0|a2 



z. B. 



• • • fl. 



61 62 63 •• • 6^ 



l>flia2Ös 
;>&t^2 



a6| c^ 


=sa 


l&j Ci 


« 

1 


a&C| 


=:a& 


llCj 


a&2 ^^2 




UjCj 




a& e^ 




1 IC2 


«63*3 




1*3 «3 




CI&C3 




IIC3 



n 



= 0. 



7. Wenn a^ «= Tr + ?r + *r» so ist: 

D = Pi «1 4- F2 «2 + Pa «3 • • • 
+ 9i «1 4- «2 «2 -H J3 «8 • • • 
4- «, «1 4- »1 «2 + «3 «3 • • • 

4- 



d. h. 



P^l+9l+«l»l»2+«2+«j,P3+9»'W3 

6j 62; 6j 



Zp B. 



02*2*2 4-^2 

fla*s='^3 4-y3 



Oi,*i»pai 4- «1 

«2 *2 P«2 4- C2 
^'S *3 1*013 4- «3 



a, 6jC, 

Ö2 62 Cj 
«3*3^3 



PtPAPi"*Pt 
*l*2*3'*'*te 



a, 64»! 

«2 *2 *2 
«3*3*3 



&f &2*** 



14- 



•l«2f«« 
*l*ä***M 






4- 



«1*1 »4 

«2 *2 y*^ 

«« *3 ^3 



1,3:2 — -0,^2 — * 
1»«3 — «»^3 — * 



1 «2^2 
1 «3^3 



8. Wenn 2) «= 



<^i <'2 ^'3 • • • ^ 

*l *2 *3 



^'l ^2 *3 



und A =^ 



B^B^B^ 

Cj C2 C3 



,••••• 



80 ist 
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jD.A« 



«1 ^1 4- Cf ^2 4- <^3 -^3 



^1^1 4- 02-^2 4- <^Z^Z"'J 
«1 ^1..4-«2^2 4- «8 ^3 — 

ftj Bj + 62 ^2 4- &3 ■ß3"*> 
^1 -^1 4" <^2'^2 4* ^Z 



Cj 4- c, C, 4- c 



3 — 

^3'"J 
3 ^3*** 



Die Richtigkeit folgt duich Zerlegung nach (7). 



9. Wenn: 



a, 6, c, 
«2» ^2» «2 



A2 -02 (^2 



U, V, 



w 



Uj,Ü2,tÜ2 



so ist 









D 




A 






D 


• A 






U, V 


S3 


b, c 


• 


B, C 


4- 


a, c 


• 


il, C 


4- 


a, b 


• 


A, B 


«,,«, 




61 Ci 




Bj, Ci 


-■ 


di,Cj 




•^1» ^1 




Cij&j 




Ar.B, 



Für andere Unterdeterminanten ergeben sich entsprechende Aus- 
drücke. Die Elemente u; v sind ans No. 8 zu entnehmen. 
Ist A identisch mit D { so ergiebt sich : 



(a»+62+c23(a,a+6j*Ci2)_(^aai+66j+cCi)*= 



by e 
6i,Ci 



a, c 






10. Wenn a^, ß^j y^ etc. die in (5) gegebene Bedeutung haben, 
so ist 



«1 «2 



« ft- 



n 

ßi ß2 ' ' * ßn 

r\Y2' 'rn 



Für n s 3 ist nach (8) 



ssrD^-ti 



«1^203 

* 



CjCjCj 



«1Ä2"8 



ß\ßtß% 

d. h. D 



öl«l4-«2«24-a3«3> ^^l/^l 4-02^2 4"«3/'3» 

a;y,4-<r2y2-Hi3)^ 

^l«fl4-&2<*24"&3«3i * 1^1 4-^2 ^2 4-^3^3» 

*iyi4-*2y24-&3y3 

<^l«l4-C2<'24-C3«8» <'l^l4-<52/*24-C3/Js» 

<^iyi4-«2y24-C8yS 



DOO 
QDO 
OOD 



«1 «2 «8 

^1 ß2 ßz 

Yi Y% Yi 



Z>3 und 



«1 «2*^3 
ßl ß% ßi 

YiYiYz 



= 2)2 



11. Wenn in der Reihe der Zahlen a, a» • • • a,, jede -von allen 
folgenden snbtrahirt wird, so ergeben sich (n), Di£Ferenzen, deren 
Produkt: 

= P(aja2ar-«n) 



(03— a2)...(a^— aj) 



n— 1 



1 fljaj*' • »a 
1 flj a2 * • • • aj "" * 



4a„aJ...a«-» 



6 
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njn-t ) 
( -•1) 2 'P(fltga-*qn>^ftt^a -M 

N 



wenn N das Produkt aller Nenner der Determinante ist. 



Endliche Reihen. 

1. Wenn s = gx -f- r 

«n^i = öx +r^, 80 ist 
« = [...((('•«a^ + '-n-i)»4-r^«a)« + N-.»)2J-+-v]j-hTi oder 

2. Ist /(«) =« Ajj «*» + Ai «*»-*... -4„_ 1 « + A„ und 

g » 9iC«— a;1 + Äi 
5^1 ^ ?a(» — «J + B« 



g„- i« («— x) + An» 80 ist 

3. Aus f(ji) s= q (s — x) 4- B folgt: 

Bo«Ao,Bj«a;B^-Mi,J5i==a:Bi+A2,...B,j_jS=xBn_2-hA«_j 

und B = X B^ ^ 1 -|- Aj„. 

4. Schema lür die Bereehnung der B, B^ . . . 



n^r 



.s4_2«3 + 5ä* — 3s4-12, für.x^2: 
^ 10 14 

5' 7 26 «1 B 

9 25 » Bt 

8 

17 «Bo 



0. 
2^ 

2 

4 
2 

6 = B, ■ 
/^(«) = (2 — 2)* 4- 6 G« — 2)3 + 17 (»— ^)* -h 25 («—2) 4- 26. 



5. Aus 2 ergiebt sich für s =s x, fix) st S nnd hieraus 
rtO-rW-ÄnC« - *)** + Än- iC«--«)''" *+... Äj (t-x) und 

Für f{x) te 2!« hiit ükan 

'" ■ ""^ =a »»-l 4- ««-2 xV*''"' »* ****** 

«*— X 

6. Specielle Fället . .. 

a« — 6» 

— BS a^ ^ ah A-b^ 

a* J4 

«= as 4- a? 6 + a6« + 6» 

j^Sp jplp .... 

8. ^ = ««P-i — »«P-* x-h ... — x«P-» 

n n 

9. Wenn s «»• j/^ xind x »- y^. 

^^^^^^yv^yr, ^^-\ ^y^.^yai.^i^ 

^ h ip SP a» ^ 

^"' »»■ — x'- ** «'''"^+ t'— 4 X -h . . . x'— 1 

« — X ""..ä"«*,» i? ."7 «" X** 

[^^f)^{^^9) ., )/i«^=^+ys^=Tx...yJFM 
— -p- — 2. . X ' _p 

.« » * — a; ? - • 1 «« — X« 
13. = ^ 



« — X ;■ iJ-£ « — X 



6* 
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f(%) — f(x) 

14. Der Quotient '-^^ — ^-^ heisst f ür « « x die Ableitung Von 

« — a? . 

f(x) Dach I und. wird dnrch f(x) oder Df(x) bezeichnet 
/"(x) öder D^ f(x)^ die Ableitnng der Ableltnng, 
/^'' (x) oder D^ f{x) die Ableitung dejr zweiten Ableitung ^tc. 

15. Ans den vorstehenden Gesetzen: 

Dx'»=ni'*-i, D«x"=nCn— l)x"-»...D'»x"«:«!^»+»i« = 0. 

/)x-'» = — ni-«-! « ;A^, Dx««t-£*i«""* • 

x** "*■ ' q 

16. Bildet man von der folgenden Function F(y) alle möglichen 
Ableitungen nach y , so erhält man : 

D2%5-dfc-r.. -r 4.2.l2+3.2i43V.»(n-l)i4„y~''» 
Hieraus ergiebt sich für y = 

l'7. Setzt m&n in No. (, 't -^ x =si jf mii ordnet nach, steigenden 
Potenzen von t^ , so ergiebt sich , wenn noch ffx) auf . die .rechte 
Seite gebracht wird: 

Durch Yergleichung mit(No. IG' erhält man: 
F(0') = f(x), DF^O) = Df(x), D^'F^O) = Z)V<*) etc., also ist 

fix 4- 1/) « f(x) + JD/'Cx) . y -H ^^ y ^ 4-' . V. . ^^^ y». 

Für /(x)««» ist: * 

18. (x + yy *=-x«4- (n), x«-" > y^-f»2 »^-*»y* ... 

I ~ •• • . . 0=r ... , . _ 

• {- 

Die arithmetischen Beihen« 

1. Reihe; y<, y^, ( y,,- y^', ys-'-y«,. 

Iste Differenz-Reihe: Ay^, Ayj, . Ays, •A1/4 • 

2te „ „ A^yi, A^yj", ^^y^ ... 

3te „ „ A^yj, A^Vj ... 

4te „ „ .. . • A*yi .i. • ' 

A''+^y,^« A''y«4,-A'-y^ 

♦••1 



» I 



i. - 
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2. yn=2/i + (n— l)Ayi4-(n— l)jA2yi+. ..(n-l)^A''yi. ^^^^^ 

die Reihe mit y^ anfängst ; 

«•= n 

3. ^« = ^ya = nyi+(n)2Ai/,-+-(n),A»«/,t-(»)^^iA''yi4-... 

a = l 

. , ^ Von s^a an gezählt . - ., 



(!» + l)r+iA''t/o + ... 

4. A«yo=2/n -Wiyn-f+W2yM-2---±Wi2/iq=yo 
A»yi =j/„+i-(n)jy„ +(n2!/^-i... ±2/1 

5. Arithmetische Reihe erster Qrdn^ng: 



ce = tt 



= a, y„ = 2, ^y^ =d,^y^ = 



s 






a = a 4- (n — 1) d 
_ (a -+- «) n (2 a + (n— l)d> 

' — ^■r^'^^ 2 

^ • 2 7^ 2 2 y 

^ >-' f ; - . . l . ... 

* — ••• .1 ».J*» 

I ." 

^^ 3 ^ 2 ^ 6 6 

"• ^ * - 4 + T + T -,L 2, J . 

.«=!»• • j- , ■ \ ■ ■• ■ . • ; : . '; , . • ■ 

^^ 5 ^ 2 ^ b 30 

1* ' ■ ■ - - 

^1 « i? ^3 = 1*?» ^6 ** A» ^7 == iVr^« «* iftr» 
' j?j j" s= jö^^ etc. die Bemoullischen Zahlen . 
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Setzt man in: 

^-i + ^-^B.-^-^B.+^B. . . .-(-iyw«.-tg,,^.-'0 

für r der Reihe nach 2, 4, 8, 10 etc., so erhält m^». Gleichungen 

zur Bestimmung von B^ y B^, B^ 

11. Für ein ohne Ende wachsendes n ist 

.2^ 






lim 

X 

12. Wenn — s» Ax und n ohne Ende wichst: 
n 



lim ( ^faAgyA» 



r+1 
f*=l 

13. lim lj^[a + a^ fiJx-j-a^iß^xy . . .ar(jiJxY]Jx\ = 

. a^x* . a-x* a-x**"*"* 

^ 2^3 r+1 

14. Für f (x) = a + Oj X -f- aj i' -4- ajX> Ist 

lim (^r(Ai^x)z/x) = |-[/(0)+4r(-|-)+r(x)]. 

InteriiolAtioii« _^^ 

I. Bei gleichen Intervallen. 

1. Sind in der Reihe 

Vo» Va Vi ' ' ' Vn ^6 Argumente der Reihe nach . 
Xq, Xq + iP, Xfl -i- 2tp -| • Xo + nw, SQ ist, wenn r<^n 

Vr = !/o + r^Vo + (0«^'yo -H Ws^'t^o + • • • -^ 
Die Zahl w heisst das Intervall der Reihe. Nimmt man die 

Zahlen, zwischen welchen eine gesuchte Zahl liegt als y^ und i/,, 

so ist r immer ein echter Bruch. Ist rw ^la x, "^ 

SO ist r s= — 

2. Interpolation hei Reihen in welchen die ersten Differenzen 
an einer SteUe nahe gleich sind. . ., 

Nach Nr. 1 ist : Jv 'L^ 

Vr - Vo + rJy^ «= y« + ^r- -~ « Vo + « ' '7^ 



w 



s = ^-^ ist die Differenz für eine Eiriieit des Iijtervalls. 



87 

Hat man eine Tabelle der Sinus Ton Minnte zu lÜBnte, so ist 
^ y« 

für tr sc 60, — ^ die Diiferenz für eine Sekunde. 
Wenn y^ gegeben ist, so hat man: 

3. Interpolation bei Reihen in welchen die zweiten Differenzen 
an einer Stelle nahe gleich sind: 

yr = y© + * • « — ^ — - • -^«• 

I Setzt man bei gegebenen i/^ 

i «1 = (vr— Vo) :77r' ^^ ^^^^ ^^'^'^ ":i:r ^^®^" ^^*' 

angenähert: x = x, H ^-~ ^4- • — r^. 

2 tu -^Vo 

4. Wenn y^ > Vi , V2 ' • ^r- 1 > yr+ 1 * ' ' Vn ««ge*>en und y^ 
gesucht wird. Man entwickle y^ aus 

yn — «yn-i + WjyH-2--- ±*»yi Ty6«=o 

Gegeben y^ und i/j, gesucht yj : 

« ^ yp -^ yg 

yi « 2 
Gegeben y<>, yj, y, , gesucht yj : 

y2 = yi 4- i Oa — yo) 

Gegeben yo > yi » ys > y4 » gesucht y^ : 

5. Fehlen in der Reihe y© » yt > y» •••• y»»+i i ^*® Glieder y^ 
und y^, dann bestimme man dieselben aus 

yn — «y«- 1 4- Wa y,»« a • • • ± y© = und 

yn+i— «yn +W2yn-i ±yi=o 

i II. Bei ungleichen Interyallen. 

j yo * yi » y«» • • • yn entsprechen 

1. Newton^sche Interpolatioii^smethode. 
Va? — yo + ^0 (^ — *b) +'^1 («— *o)(^--a:i) 

-f.Aj(x— Xo)(x — Xi)(x— x,)4.... 

Wenn ^0 « ^^^=^, 5« « ^^-^^, C?« == ^^^=^ etc. . 

Xj Xq Xj Xj ^3 — ~ *2 

j «= ^o'~'^o n ^0 — ^0 ^4« 

Ai ^ ' ' , x>i »BS y ^ y etc. 

Xg "~" SJq X3 Xj 

Aj ■« — ^ i , etc. ' 

*s * 
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2. Die Lagrange'ftche Interpolatiofnsmethode. 

Vx == ^Q Vo -H ^i J/i 4- ^a ya • • 
Wenn A. = (x -x.^x -x,) (x -0:3)^ 



^«Vn 



_ (x ~-go)(j — a?2)Cx — Xs)- 



(*i — a;o)(xi — Xj)(x, — X3). 
^ _ (x — Jojrj: — Xt) (x — X3). 



(«2— a;o) C-x, — «1) (xj— X3), 



j (x — XoV..,(x — Xy_|j(x — Xy^ij... 

3. Ist y<p ass il^ y -|- ilj yj + -'^a ^2 j ^^ ^** ^^^^ Werth von x 
für welchen y^ ein Maximum oder Minimum ist gegeben durch: 



i 



2/0 
Vi 
Vi 



1 


• 
• 


Vo ^0 1 


1 




Vi ^i 1 


1 




^2 2:2 1 



4. Graphische Interpolation. 

Man construlre für ein rechtwinkliges Coordüiaten-System die 
Punkte: (x^, y^\ (xj, y^), (xj, yj). . .(x„, y^) und construire eine 
Curve, welche sich dem durch diese Punkte bestimmten Polygon so 
nahe wie möglich anschmiegt, welches am besten mit einem bieg- 
samen Lineale geschieht. Für jedes x erhält man als zugehörige 
Ordinate das entsprechende y^. Als Längeneinheit nimmt man für 
jede Axe eine beliebige Länge, am bequemsten so, dass die Curve 
ganz innerhalb eines Quadrats liegt. 

Die greometrisGhen Frogf eggionen. 

Die Reihe: a, aq, aq^y aq^ . . . .aq**~ ^ 
1. z äcj'»-' 

X. 5 — r* aas 

q — l q — l 

3. Wenn 3 <[ 1 und n = 00 

a 

Unendliche Beilien« . 

s =*= Vi + y* + »3 • • • yn + y«+ 1 



I. 



n. 



^n= Vn+i "+" yn+2 
Die Reihe ist dlyergent, 

1. wenn y^ mit wachsendem n nicht den Orenzwerth Null hat. 

2. wenn ß^ mit wachsendem n nicht den Orenzwerth Null hat. 
Die Reihe ist conyergent, 

1. wenn yon einem bestimmten Oliede an die OUeder abnehmen 
und abwechselnde Vorzeichen haben. 



J 
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2. wenn ihre Glieder von irgend einer Stelle an kleiner sind als 
die Glieder einer als convergent bekannten Reihe. 

d^. wenn ^^^^^ aiit wachsendem n sich einer Zahl kleiner als 1 
Vn 
nähert. 

4. wenn "+^ =a 1 dann eonvergirt die Reihe, wenn die Reihe 

Vn ' 

Vi 4- 2t/2 + 4^4 + ^Vs + 16^16 + • • • eonvergirt. 

5. wenn ^^i±i = / — r- i _■ r-a ^» ^ ^^^^ 

ganze positive Zahl, dann eonvergirt die Reihe, wenn die erste 
der Differenzen a^ — A^J a^ — A^. .., welche nicht Null 
ist, positiv und grösser als 1 ist, in allen andern Fällen ist 
die Reihe divergent. 

Entwickelungr der Functionen in Beihen« 

Eine stetige Function Ton x kann nur auf eine Art in eine xson- 
vergirende, nach aufsteigenden ganzen Potenzen von x geordnete 
Reihe entwickelt werden. 

Wenn A^ +' A^ x -f A^'x* + ...«= B<j -f- Bj x ^ B^x^ ,. . . 
und beide Reihen convergent, so ist 

Aq = ß^, Aj = Byy Ä^ = Bj, A^ = Bj etc. 

Der binomische Lehrsatz für beliebigre Exponenten,' 

1. (l+a:r = l+Cn)iX + (nVJr«4-(n)3a:3 + ..l>a:>-I 
2.T/T+7=l+ix-i4x«4-^4^a:3 

I r— Ur ^ ^ ' 3 ' 5 . . . (2 f ~ 3) - 

■^•••^ ^ 2.4. 6.8... 2f «^-h--- 

3. ^J=^i-.ix + l^x^-l^l^x^ 
yi 4-x 2 .4 2.4.6 

4- r— ly ^ -^ - 5 ... (2r — l) ^y 

nie Exponentialreihen und Logarltlimen. 

i n^ 1 -L *^*>8Ef . (a? logn ay (x logn a)» 

2.e' = l+i + |^ + |^ + ... 

3. e*^* a= cos X -f- i sin X, e""*^ «a cos x — i sin x 

4. cos X «s , sin X =s ^-z 

2 . 2i 
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6. Wenn iinx^y, t^^^ l/l— v^-^iy, ««»lögn (VT^ — «y) 

7. Wenn cos x -j- i sin x « y, also xi = logn y, daoa ist 

yä— 1 y*4-l ^ 0— J^)« j 

logn y = i arc sin ^\, . as i arccos ^-37 — :*= 2i arc tg \ , - 

2yt 2y 1 -hy 

- 1 -4- iv 1 1 + *y 

8. Wenn tg x = y, «2« = rEf ^^ * ~ 2i* ^^^'^ \ — »y 

9. logn (1 +x) = x — ^x* +ix^-^.... 1 ^x>— 1 

10. logn (1 — x) -= — X — i X* — ix3 — 1 > X > — 1 

11. logn --±-^^2CxH-ix3+ix* + ,...) l>x>- 1 

X \ 3 \ 

li^G hjperbolisclifiB Fvnetioneii« 

1, e«=«:(£otx + @mx, e-*«<£ofx-@tlta?, «of« x - <^tt»x «= 1 

2. So? X = -^ ;, ©in X « 2 

4.@mx«x+^+|;4-^4-...--^i«C-*) 

^. ^Bx«g^,C^ctö.^|ä|^^ecx=.^^,.ofecx« 

6. eo{ (x±y) =* (Sofx (£o?y ± Sinx ®lny 

7. @tit (x±.y) ^ ®tex:(£ofy ± (Sofx <Siny 

8. 3:g(x±y) = j ±X0x%^ 

9. (Sof 2* i^' (Sef»» 4^^®itt*x, ®m:ax>'**. ^m^x (Sojx 

10. Sof 2x == .^-^^, @m 2x- :f— 5^ 

11. (Sof X + 1 = 2 (Sof^ -y, €of X - 1 « 2 .®»* y 

qf ^ — l/ Ma;— '1 _ ' @mg _ (Sof x ^ 1 

12. Xg y = ^ (5efx+-l (Sof x + 1 @in x 

13. (Sof 3 X = 4 (Sof* X — 3 (Sof X, 6ltt 3 X «= 4 ©in^ x + 3 <Sm x 
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14. (£of /x±~il ==±i@inx, ©in (*± Y») =^±i«of* 

15. (£of (x + ;ri) = — (5of i, 6ln fa? ji ttj) = — @in X 

16. (Sof (X ± J ttO = T » ®in ^1 ®in C^^ ± i ^0 = ^ < «öf x 

17. (5of (x ± 2n7ii) == (5of x, ^m (x ±^nni) s= gJm a: 

18. QEof X s= cos xi, (^tn x = — i sin xi 

19. Wenn CEof x »= sec (/>, so ist <Sin x =; tg 9, also , 

c* ate (tof X -f- (gJln * -• »«c ^ 4- *8 «r> *^ *« 145 •+ -^t 

mithin x = logn tg 145 -|- -^ j 

20. Wenn @tn x « y so ist : (£of x « y i 4- yg «Ad 

e* = )/lH-y2 +y, also x = lögnj}/! + y* + v) 

21. (Jof X = 1/ giebt @in x s^ y^* — 1 mithin 

e* *= y 4- V»' — 1 »n* a: »= logh (H^ V'r^ — 1 ) 

22. Wenn <5^ x ^ @ltl x =* y, also x a« logn y, so ist 



i$^mx 



■'«^'^--'^>2:g^=.^und 



logn y « «r€@m ^^^ «= «Tcfiot^^^ t:* 2 «rc Xg ^~ 
-_ 2y '2 y-r\ 

2S. Xg X == y, so ist c«« t= i-t^ und X = i logn J-i^ 

1 -H. y . 1 — y 

24. FQr kleine Werthe von x- hat mti) : 

3 3 ^ 

X a= @in X y^ec X und x = S^g x ySoPx und hieraus 

25. log X SS log @iax -r*- ^ log (Sof x ; log i^tic x ^ log x -j- ^ log (£of x 
M, logxsmlog^g »-+-|log(Eofx; log2:g x = logx — |log(£otx 



CHteiehnngreit» 




1) Einfache Gleichungen. 

X -{- bs=z a giebt 
X — & =c a - 


x.?= a — 6 
X == a + 6 


r 


' 6 X =* a - 




. 


X 


X = aö. 


' 1 1 


x^ssa - 


n 

X = ya X 


hat w Werthe 


V X 8=: a - 


xa± a" 





Bei den einfachen Gleichungen gilt , <iass die Zah!., treldhe mit 
der Unbekannten verbunden Ist/ durch die entgegengesetzte Opera-^^ 
tion auf die andere Seite kommt. • 

2. Umformung oder Ordnen der Gleichungen. Zur Lösung einer 



n 

Gleichung schafft? man zuerst die Brüche fort, indem man beide 
Seiten derselben mit dem Generalnenner mnltfplicirt, t&rneT schafft 
man durch Potenzirung die Wurzeln fort, mit welchen die Unbe- 
j^aQUten behaftet sind, und endlich ordnet man die Gleichung nach 
I^otenzen der Unbekannten. Der höchste Exponent der Unbekann- 
ten bestimmt den Grad der Gleichung. Bei Gleichungen mit meh- 
reren Unbekannten ist der Grad der Gleichung die Summe der £:(po- 
nenten im höchsten Gliede. 

Eii^ Gleichtmg, w^he sich nöcht nach Potenzen der Unbe- 
kannten ordnen lässt, heisst transcendent. Die einfachste transoen- 
dente Gleichung ist: . . . i 

c^ SS h und hieraus : x log a := log 6. 
3. Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 
A. Die Combinationamethode. Man entwickelt aus jeder Gleichung 
dieselbe Unbekannte und verbindet die erhaltenen Ausdrücke 
zu je zwei durch das Gleichheitszeichen. 
JB. Die SubaÜtvtionameihode, Man entwickelt aus «iner Gleichung 
eine Unbekannte und setzt den gefundenen Ausdruck in die 
anderen Gleichungen ein. 
0. Dtk AdditionS' oder Sübtraepionsmethöde. Man macht bei zwei 
Gleichungen die Ooefflcienten derselben Unbekannten durch 
Multiplication der Gleichungen mit entsprechenden fahlen ein- 
ander gleich und addirt die Gleichungen, wenn die gleich ge- 
machten Ooefflcienten ungleiche, und subtrahirt dieselben, 
wenn diese Ooefflcienten gleiche Vorzeichen haben. 
D. Die Methode der MuUlplieatoren, Man multii^licirt die Gteichun- 
gen der Reihe nach mit den unbestimmten Factoren a^, a^, 
«3 . . . und bestimmt dieselben so, dass nach' der Addition aller 
Gleichungen die Ooefflcienten der Unbekannten bis auf einen 
Null werden. Haben die Gleichungen n Unbekannte, so wird 
die Lösung derselben hierdurch zurückgeführt auf die Lösung 
von Gleichungen mit /i •— 1 Unbekannten. Die Determinanten 
geben ein Mittel, die Unbekannten Multiplicatoren sofort aus 
den Ooefflcienten der Unbekanntett anzügeben. 
Zur Erläuterung: Gegeben die Gleichungen 

a» a: -+- &, y =s Cj, a^ x -|- 65 y =s Cj 



Oombinatlonsmethode : 



gj — ^i y _ gg — &« y 



Substitutionsmethode : ^^-^ ^ "H &2 V = «a 



1 
Additions- oder Subtractionsmethode : 






a, Factor für die erste Gleichung 



a^.. - - - zweite 



a, X -I- 64 1/ « Cj 
Oj X -j- 6j y =s Cj 
Sind a^ und a, picht relative Primzahlen und v das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache derselben, dann sind die Gleichungen der 

Reihe nach mit — und — zu multipliciren. 

«1 «s 



l 
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Methode dei Multiplicatoren. Die Gleichungen seien.: 

1. Oj X + ftj y -f- Cj « = dj 



3. «3 !r -+- 63 y 4- ^3 « = dj 



Ans D SÄ ^ -J^ a, 63 C3 &= a^ 

= 61 
=iCi 



&2 Cj 
*3«3 



-Haj &3 «3I+« 



+ «2 



61 C, 

&3«S 
61 «1 



&1 C, 



und 



+63 
+ «3 



64 Cj 



sieht man, dass a^J «2) ^3 {.^'^t^ sehe die Determinanten Seite 79] 
der Reihe nach die Factoren der Gleichungen 1 , 2 und 3 sind, wenn 
X gefunden werden soll. Es ist: 



2)==d, 



X = -r- \' ^ undeben80y= _ -f- *.' ^ , « 
^±«i*2<^3 4x^1 ^2 «3 



62 c» 


4-ci2 


'^3«3' 


4-^3 


fcjCl 


-3. 


dj 61 Ci 


«►8«3 


' 


&lC, 


• 


ft^ca 




dz &8 Cg 



d. h. 



J'ici &2dj 



J'iai 6j C3 
Für die oben behandelte Qlelcl^ung mit zwei Unbekannten hat man 



X =s 



2:±e^ 62 



-2".±« 



i ^ 



^ &2 



Für die Gleichungen mit mehrdien Ünbel^Afttitei^ lassen sich nun 
sofort die Werthe für die einzelnen Unbekannten darstellen. 



FroportioneB« 

1. — «= -r- oder a : a ss= b : ß 

aß .^ 

rt i» X ^« « Ä« (xß ^ aß 



3. 
4. 



an 

CK 

a : n 
ff 



an 



a 



a 






^' a« "■ /8" ' 



— r- oder 
ß an 

h.: n ., . ,a : n 
e —r-— od«r --i — «a 
/9 a : n 

» n 

n 



ß 



V^ VJ 



6. Wenn — = -r- und — L = _1^ so ist 



aa 



1 



/»/^. 



«, 



ß: ß. 
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7. Wenn — 
a 



__ 5— — _- ^ ^ -_ fc 80 ist auch 

Ä y 



8. Aus — ' = 



h 



ß 

an -\~ &inH-cp-|- ••• 

« » 4- z^"* + yp + • • • 



=:fc 



a ff 

TT" 7 



—- folgt nach (7) 
ß 

a + 6 fl — 6 

■" «.+ .^ "" «-^ 

a-^- ec a — a 



und 



Theilmigsreeliiiiiiig. 



1 . Es sei X 4- y + 2 + ^^ * 

X ^ ^ 

a ^ b - c* 



• as S und 

s= — -, 80 ist 



d' 



2. Wenn «4-y-f-«-f-us=5 und 



» 



65 



er -|- ^ 4- c 4- <^ 



etc, 



a 

X 

e 

% 

7 



% 



(iami ist x 



X 

a 



et 
-J...UO 

CS 



ftt _ CS fct* 

« Ä ^— und —; ss= — ;- , mithin 
p ad adg 



X 

fl 

X 

aef 



b 



fcu 



cz 

ad . adg 



oder auch 



SS =s — — ^ . etc. 

6cf ad/* adg 



Allgemeines arithmetto^es Mittel. 

(Durchschnittsrechnung.) 
Wenn Cj das Gewicht «j hat,. ., [ . ^ 



*2 n 



T} 



Ofl 



n 



» 



a„; das mittler« Gewicht yon 



«1 -+- «a + Ö3 . . . o« Bei «,-80 ist 



aj g-t 4- g^ « 2 



«ff«n 



Cj -|- aj 



•n 
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Gleichungen anreiten (j^rades. 

1. Die Gleichung iix^+iB^+CsO giebt 

2. Der Ausdruck u « j/Ax* + ßx 4" ^ ^^t rational in Bezug 
auf X, wenn B* == 4 A C. 

3. Der Ausdruck «äAx^+Bx+C ist gleich il(x-— xj (x — Xj) 
wenn Xj und x, die in (1) gefundenen Werthe haben. 

. , _ B _ C 

4. *| "t- Xj — -r-^ Xj Xg — r —■ 



Oleicliang^n dritten Grades* 

1) f (x) a» x> 4- ax* + 6x -}- c « 

Man setze: x = y — y, 3 p «= — /" I -— -|-| ; 2g« — /l— yl, 
so ist 

y3 = 3py-|-2g 

Setzt man y ssu -{-v und u' -{~ ^^ ^ 2?! so ^^d ut? as p und 

3^ a 

hieraus u = Vg -|- y^— pS, v = Vg — y^a— pS, und 

yj « t* + V, yjj =: — ?i^ -^ ± (ü. -. v) yy, 

y».« y y-C«-t;)-y3 

^2 und Vs s^ud die Wurzeln der Gleichung 

y* + yi y + Vi* «* 3i). 

U as ilx» + Bx> -I- Cx.+ Z) ist gleich •- • 

A (x — Xj) (x — Xj) (x — Xj), wenn 
Xj, Xy, X3 die Wurzeln der Gleichung 

U =a d sind. 
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Gleidmngen lierten Grades« 

1. f(x) = i^ 4- ax3 4- 6x? +~cx'*-H d = 0' 

a 
Man setze x = y r- - , , 

Sind «1, «2» *3 ^ö Wnrzelh d^^ GleicÜTiiig • : 

«3 _|. 2|>«2 -I- (p« — 4r) t ■— gä = dann i«t 

2yi = i/ä74- VC— 1^^, 2^;= vT— y^+ 1/^ 

, Wen» f > ^ «öd Y%,i PMililv,- »9 jpus» . >^»a y'», jm :j^.>J 
und wenii 



['i 



2. Wenn i/^ + «V^ +&!/.+ c = Ö und ebenso . 

u^ — au* — 4ctr + 4äc — 6* si= 0, So fflt ' ' 

• •■ -^j - / ' • b \ ■'.'■'■'* ^ 

-.: :. •' v ■ • \ •-• • \V.i4r-a/ ' 

8. Bit **-4-4äa:« J^.6*»i« 4-4^* ^ ^«x 0^, »0 *ild# toaMfi- 
Ci^ 4- 2 a x -|- 6 4- 2y)2 — (2p X ^-.^y» .ia d) AUdÄtinvitot- 
pÄ -- a2_&^y. g2 _« (2y4*ft)»ti*,d|j pj 4=Aa ft -pt -« 4^'2a y 
und ^« ^ 6 4— y) ( [iy.+ 6)^'v^ d)!* (afe,-»- ic 4ri^a»)*..\80 wie 
yi:=^.(62^«ej4.^:(cj.^2) ji(y + j(^a^M-c)«-^(«2-T^| (4^-rd) > 

Bezeichnen Pi« P2) l'a ^^^ ^^^ WMh«fi t^ij $2« 9*3 «nt»|^eeMi^ 
de« W«ithfi .-mn |j^ 80>.i«|{- =. . i .-• ■•.__).; 

Xf-'iv^tPi 4r pj 4ä pg >—!'«;.., »^i^^ -«- p^ 4* p^. — j?!»-^ a lyi^' h 

a?2 =1>1 — 1>2 — P3— Ö; »4 =— 1^1 — P2 +P3 — <»- X. '• 

^ Da man 9 .stets pobiti-v nehmftn kann« so bestimmt sich das Vor- 
zeichen' YOh p, aus: p q ssz äh -^ c -^ 2 ay. 

Ia den tmölstfiB ; Fä^en wßiäßn «klk ^e Wnxveia ; beqiieiDier . ; ««# 
der folgenden Gleichung ergeben. ..., . ,' . ••<:j 



>s 



4- 2ax 4-,o 4- 2i/ == ± 12x y.a* —.54-1/ 4» . . , . L 

J.i'. . '. -^ , ^ ^ ... r... .. V.;. !••?;..•.- y^^ h^^'Hr 



i. ■' 



Höhere Gleichungen mit einer unbekannten« '' 

■t. Wen»/(i^:^i.4o«*H-^**"*+^»«"'"^--.^n-i» + ^n=»0 
c^ie W^zel^ x^, x„ a^^.. -.• «n M?. dpi} ist^ } , . • - 

f(x)^Ä^ (x — x,)(x^— Xj)(x— .x^.... ferr?„D ii»d ^ ist „1 

7 



9S 



1 ' ' • A 

C (Xi Xj . . . O = - T^ 

C (xj Xj . . . x„) ^ -j— 

3 ^ 

C (Xj Xj . . . X„) pss — — 

c («. X, . . . i„) ^ (- 17'^ 

- C (xj Xj^. ... xJ = i^ aJ. a^i . . . «n — (— ly* 1^ 





;: ^ 2. Setzt nan in ^(x) :» 0, -^ /ür x, dann hat man die Glieder 

P 
det Oleichang der Reihe nach mit 1, p^ p*,p* . ..f^ ztoi multipllciren. 

3. Setzt man p y für x, dann hat man die GUedei von f (x) der 
Reihe nach durch 1^ p, p^ . . . f^ zu dividiren. 

^4. Eine Olelchung ungeraden Grades hat «wenigstens eine reelle 
Wurzel', das Zeichen derselben ist das entgegengesetzte von A^. 

5) Eine Gleichung vom Grade 2n, in welcher A^,, negativ ist, 
hat eine positive und eine negative reelle Wurzel. 

6. Eine Gleichung hat höchstens so viele positive Wurzeln als 
Zeichenwechsel und höchstens so viele negative als Zeichenfolgen. 
Die fehlenden Glieder sind durch ^ za erganzen. 

7. Die Gleichung.^ (x) ss hat zwischen deü Grenzen Xj und 
Xj 90 viele Wurzeln, als Zeichenvechsel >bei f (x) zwischea f (xJ 
und f (v^) vorfcommea. . . 

S, Wenn f fx) wf 6ie- Form i 

gebracht wird und fi, £,, B^. .. iB„ ündaUe positiv, so ist a eine 
obere Grenze der positiven Warzeln. 

9. Wird f ( — x) auf diese Form gebracht und findet für die £ 
das eben Gesagte statt, so. ist adle untere- Grenze für die negativeo 
Wurzeln. - 

10. Setzt man in f (x) für x, — und , so erhält man wie 

'X "X 

oben die untere Grenze de» ^itiven und die obere Grenze der ne- 
gativen Wurzeln. 

11. Aufsnchung der rationalen Wur;^ln. Ist .a ein Factor voo^ 
dann ist a eine Wurzel der "Gleichüiig f (xJ ss'Oy wenn 

wird. Sobald eine der Zahlen Q keine ganze Zahl wird , sO ist 
keine Wurziel der Gleichung. 
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12. Irrationale Wurzeln. 

Wenn Xj und Xj ein Paar NaUemngswerthe sind, iBlehö iV(7), 
dann ist angenähert . 

X ^^ Xf X ~~~ X« X| ^~~ Xa ■ - « . 1 

-77-4- = ^^ ? =s — 77t4 ip-^ Regula falsl. 

Diese Regel ist besonders l)r&uchbar bei transcendenten Gleichungen. 

tft. NtfwtdnV Ntherangsmethode. 

Wenn eine Wurzel zwischen x^ und x'^ -)- 1 liegt ^ also in 
^(x) «»/(X| *|- &) ;9 5 A ein achter Brach ist, so ist an- 
genähert 

A) ' ^(a;i}-f Ä/'Cxj) ^0} ebenso 

Aus diesen GleictLuhgen findet iman angen&fiert-^. Kjja A ist 

14. Verbesserte Newton'sche Methqde. 

Wenn x zwischen Xj und Xj liegt, also ^(X|) und /'(x,) ent- 
gegengesetzt^ . Vorzeichen haben , und/f«), /(x) und /^' (x) 
. endlich. und stetig bleiben Ton x =s x^ bis x ^ x, , so ist, 
bei gle^Mjhen.Vqrzeipheji von /'(x) und /"(?) ,,. 

^^ - ; /t-.)"-yt^i) •< ^ < "» ^ rc^ ^"^ "■ 

bei ungleichen Vorzeichen von f (x) und Y* (x) 

15. Homers Methode, 
^us der Gleichung : • 

'- " 'YCx)=i4^x*4-Ai'ir«-»-hi<=2 «""**...':' ^„«^ 
bilde man, venii, « .f^ln N^h^r^nigs^erth pnd «4- 1 ^ x > a ist : 

■ BnC^^— «yn-ß«- i(^— «)"" ' • • . Äi(af—«) + ß=»0 (S.Seite 82}.- 
d*'! Man setze ... • r . 

Nun bilde man 

r »-^ * " 

Haben nun Ä'j und £''|gleiche Vorzeichen^ so ist ^fl zu gross 
^ gewählt, man hat dasselbe alsdann zu veroändern. 

7* 



^ 
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B' y ' • ' '1" 

- MaQ ,«Qtz6 nun "gp »^ TM'^^ vertoJjre wje obe^i.. . i 

Die £' i{'' £"' etc. werden sich der Null immer mebr an^ mehr 
nähern nnd man erhält : . _ . ' 

"^ "" " "^ 10 "^ Ipö ' •'• * 

16. Hat eine Gleichung die Wujrzel;« Hr ^^} ßcviat.iaioh^ -*^ &t 
^jine Wurzel deijselhen. , .,..,//,., 

- 17; Wenn die <äl<ete1iu]ig h^» Gtades f^) ^-O» f gleite IPlurzeln 
a hat , 80 ist anch a eine Wurzel der Gleichung D^ f!(x) «fc , wo- 
hei für p alle ganxen ZahlMi-Tomi 1 'bft-t^l t^ settto dnd. 

Die r^iprökeii OM^tangr^n. " 

+ ilj x^ -\- A^x + \ =« 

.'' \ — i4,x2 — i4i «— 1 s= 
3. x2« +^jX*«-i-hi48«**^*.'..»:0.«^-i 

•. • ■ T-1- 4^ «.^v-F^ ^j^ a -^ 1 ^= 
4'. i«»» 4^ JAia:«'»-;*-^ Aä«^*»- ». . . . . 4-' A^»* -f . 

Diese Gleichungen lassen sich alle auf die !FOrm' liiiter (4} zurück- 
führen und zwiar (1) durch Division njiit s -4^ 1 , (1() durch Division 
mit x — !, und eiidlidi:(3^durch Diviiion mit x* — 1. 

5. Wird die Gl. (4).dujr^. «» diyi4ii;t,,?o )B4t9*^ht..^; . ,,., j., 

Setzt man für x H , », so ist . ./ ., ^j ,- , 

wodtirWi'die Gleichung (4^ vom 2n**n^rad iuf den" ri*«*« Grad itirückJ^ 
gefübft tst: ^ ..)— . 



X 



- «• ■ 



Die reinen Olelcliiingren nten (j^rades. 

i. x** s= a giebt, wenn x i= i/|/a gesetzt wird 



y" SP*. 1, also y =» Vi-^m eos -^ + ^sin — -^ ,v wobei für p 

.jÄ.i-,----- •-i'" . " ^'j" ' ! •• ■* • ■ - - • ■ * * • 

alle ganzen Zahlen von hU-n — 1 zu setzen sind. Setzt knkn 



* 



iOt 



^. I» » — o gi^tit) ^ean g>*.^y.y<i getetet wi«i 



^ « — 1, also y =* V^-i -= . 

C08 C2£±1)ZI + i 3in Ci£±l>?'_ ,,p4^, , V Win No. 1. 
n , fi 

Dil» Tevileliihnttg d«r^€h*9sfteii ndtlelst d«i* Zfthl tfiitt Ue 
' bflrgrerllclien itetilmiitf^iulieii. . . =^ 

1. Im Folgenden werden unter den grossen lateinischen Buch- 
staben &teis Ghrdssetl und unter Idett'gri^cnischen Bnehstiibeh Zalüen 
verstanden; die Einheiteji. wetüen immer iftit «^ ^ul^i e.tc* ^®' 
zeichnet. " /. ' ' 

Ist A s: ff •«, so h^sst A durc^ e geme/isen (ae) eine b^nai^nte 

Zähl."''" *'■■';■ -..•'. 

Zwei oder mehrere Otossen heissen gl^cl^artigt , /«(renn die'darcli 
irgend ein gemeinschaftliches e gemessen gedacht werden kShneti. 

--'■'' ■ ~ ' A -Ä 

2. Ist A s= ae, 80 ist 4uch uA ^s (mo) 'e uiid' .s= ~ — • «. 

3. Sind A s= a • « , B » /S • « , C = y • « etc., so ist auch 

' ■ ' " A±'^ ±C ^\^ ^ {a ±^ ±y :i.) t HT^ " 

« /« y 

4. Nach 3 ist A 4i= -|- ß «**'— <^-^c., d. h. A Ist durch B, 
C etc. gemessen. Ist h|ei^e^ -^ rational , so heissen A und B 

>, -L- i jj 

eommensurabel , dagegen tncommensu^bel , weni[i -z- irrational ist. 






» __ j. 



A C '^ «" 

5. Ist -^ sBs -—- SS — j- . . . 3s -— , 80 stehen die Grössen in 

Proportion. Eine Unbekannte käfln^ dann stets' aus drei gegebenen 
Grössen gefunden wenden (regula de t^i,, gerade und umgeki^hr^). 

6. Ist das Yerhältniss -^ bedingungsweise ausgedruckt cturch die 

/ ' ^ - V 

Yerhältnisse ~- , --^ , —^ tfici, so dass ; 
ßi ßi ßs 

— « y- ▼enn.;«,^«.^^^^^ ^3 « /^a etc. 
-p- — -T^ wenn «i..»=.^j ^ «^-* ^ »tc. 



S02 



A. 0tj ff} 1X3 • • • 

(Zusammengesetzte regfala de tri). 

.,^'Z. I^t, eii^:,G«(9f»e.:^.*^.Ä'ft. ro:it#rwi^|^deUi:;4n: ei|i(^ /G»««Be 
X«|-«^, dere^. y^s0»p4£ne ;pfJ^giffP: ^ejrkpüpft sind d^rch- 
ein Tollständiges System ^TÖn'tflelcnungen , so dass : 

, r ■ 

J • ' *■ « , . . - 

so ist:—- « /> .. ^ ^ • (Kettenregel). 

'8. Soll eine Giösse Ä in die Theile A, B, C, D zerlegt werden, 
so dass diese Theile. sig^ Terbalteii wie ,die ZalUe|i a, /?, y . . . r 
80 hat man, wenn ,« + i^ + y • * •== ^ 

s s s 

(Gesellschafts- oder Repartition^rechnung) 

9. Bezeichnen s^tS^uZ v* ^n ^i®. Eiiihoitswerthe von verschie- 
denen Grössen und mischt man davon a{- a^ ' * ' "^n solcher Bin- 
heiten so ist der Einheitswerth def .Mischung -..- 



€ 

1 > 



<x ..^ -.. ' ' .j .i :;«j.-|r /■ «Äzi-'a •" ---^»t 



(Mischungs- oder AUigation^echnungj. 

Für zwei Grössen ist: £ = n — ! — = — - und dann 

....•> «j + «2 

^2-"* *~*i ^^T~*i ' ; 

10., T^ A heisst p Procent (p 4) .von A. 

il. Einfache Zinsen. 'A das ausgeliehene Kapital, p die Pro 
cente, n die Jahre, Z die Zinsen: 

Z ^^^ ' 

12. Kapital mit Zins. Bisconto. > 

^ T5o 100 ^ 



103 

13. Zins auf Zinsrechnung. 

MfJ' «= q der Zinsi^uss. W der Endwerth des Kapitals 

1 Vv 

nach n Jahren. 

W == A^ , log W s= log A 4- nlog q. 

14. Rentenrechiwng. Wenn B Thiüer jährlich, zugelegt oder fort- 
genommen werden bei pf Zinseszinsen, W der Endwerth, so ist 
nach n Jahren 

?— 1 - 

Bei der eigentlichen' Rentenrechnung ist nach rf Jahren, Waxo, 

Bf«»— n 
also: i4g** =s — i^s — —^ . B die Rente, A der Werth der Rente. 

15. Sind einzelne Snmmen zn zahton : 

K^ nach n^ ', f , nach »2 > * ' ' ^m ^^^^ ^m -- 
Zeiteinheiten, so kann ohne Nutzen und Schaden die ganfe Summe 
Ä'j -f- JTg . . . Kff^ gezahlt werden nach: - 

^ ^ JSr.n +Jr, !>,..> JSr^f^^ ^^^^^^ Zeiteinheiten. 
(Mittlerer Zahlungstermin). - 

Ck^idometrie. - 

Die Functionen in den Tier Quadranten und Grundgesetze. 
1 . cos « « sin (90-«) 2 . sin « =: cos (90-a) 90>a>0 

7 . cos « ■= cos (360-tt) 8 . sin « Ä — sin (300-«) I oca-^^^^ota 
= sin («-270) « - cos («^27p)r ^^>">^^^ 

9. cos (360- n -}-«):= cos«, 107 sin ($60 n -^ a) ss^isin o, n eine 

ganze Zahl. 

11. cos ( — «) SS cos a 1 2. sin (-^ «) i« — sin « 

- ^ sin « 4 4^ C08 « 

13. tg ff s= 14. cotg = 

cos ff sin ff , 

15. tg et cotg a ="1 " 16. sec ff sc — > 



coö a 



17. cosec a = — ; 18. sin* a •+• cos* « =*. 1 

sm « ' " 

19. 1 + tg* ff B sec* a 20. 1 + cotg* a « cosec* a 
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"Eine Function aasi9»dirüf''ckt daieli di^e aadenei' 



1 . sin a SS yi — c«6* a = 



tg tt' 



1 



2. cos « = y'l — Biu*.« =T 



3. tg « = 



sm a 



V^ 



yi 4- tg* o 
- 1 ' 

1^1 + tg» o 



cos* ce 



SiB*, 9 



- . yi— 8in«te 
4. cotg a = i «= 



coa a 



cos a 



siaa 



ynr 



sin* « 



}/l + cotg* 
- -€tftg« 

}/l + cotg« a 

r- - ■ 

cotg « 

1 

tg « 



Foimeln, irn welchen zwei Winkel Torkommen. 

1 . sin (« i: Ä = 8i^ « cos /9 J; cos « sin ß 

2. cos (« i /^) = cos « cos /9 ip sin a sin ^ 

® ^ -^ ' ^ cotg/S ± cotg « 

sin («^4" ß} 4" s^J^ (k -^ /S) = 2 sin « cos /9. 



5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 

:13. 

,: 1- 
14. 

15. 

-r 

i6. 

17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 



sin (« + W — siö (<* — /9) saa 2 cos a sin ß 
cos f « 4- Z') + cos (» — /S) =fc 2 cos a^MB-ß 
cos t« 4- ß) — cos (« — ^J = — '' 2ßln ajüi} ß 

sin a -j- sin ^ = 2 sin ^ (a -h ß).^^ 4 (« — ß) 




I l.' ■» -= 



tg«4-tg/9 = 



sta (f« + />) 



cos cv cos ß 
sin (« — /J) 

COSCL-C^S^ 



I y: -- 



t -- 



fsin« 4- sin/9) 
(sin« — sin/9) 
'sin« — sin/8) 
stmA-v-oln^) 
an 01^4- sin^j 
(cos « — c6s/9) 

•(*f«^*4-t«ft 
24. (cQtga4-CQtg/S) 



cotg« 4- cotg/9 == ,.„^ jir^ 

sma sm/j 

sin (« — /9) 
cotg« — cotgjj = -H= — ^— ^. 

(cos«'4-cos^) = tg^fo 4- ft- "' ' 

'cos«4-cos^l_=t^i(^-^#} 

sin « 4- sin ß) « tg I («"-* /l) ; tg 4;(a4^/J) 

cos ß — 



«tgj(a 
ß — cos/Sj = — >cotg K« 4- ß) 
cos ff — c6s/S) =3 — ootC$il«'-=-^*I'y 
cos « 4- cos/9) = ^ tgi C« 4-/») tg i(«— Ä 
rtg « — tg^) «Sil» (ä Vf /J) : sin («—/«) 
XcoIä« — cotg/?) = --sin (ff 4-1^): »i)(ff**^) 



25. sin r*4-Ä »in («—/*) = sin* « - sin*./9 = qos*/J— cos* « 

26. cos («4-/*) cos («—/9) 



cos* ff — sin* ß = cos*/? — sin* a 
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"Kin'ei F(in«tiofi. aasi9»dirff''ckt daieli d «'s .la ad e ne/ 



1. sin a s= |/l — coß* « s= 



tg <r'^' '"_;^ 



1 



2. cos « = |/l — 



BlU* «,=T 



3. tg« = 



810 a 



. >^r 



- 1 ' 

1^1 + tg» a 



COS" « 



siB^. o 



4. cotg 



_ Vl— sin'fe ^ 



COSi OL 

cos ff 



yi 4- cotg* a 
y\ + cotg* a 



sin flc 



i/nr 



sin* « 



cptg « 

1 
tg « 



Formeln, in welchen zwei Winkel vorkommen. 

1 . sin (« i: Ä = sin « cos /9 ^ cos « sin /S 

2. cos (« j;/8) = cos a C08/8 -f-t.s4n « flin ^ . -. - 

*^ -^^^ cotg/9±cotg« 

Bin (^tt -j[- ß) -{- &ia (tt -^ ß} = 2 ^m a C08 ß. . 

sin («4- ^ — sin f « — ^ ^j = 2 cos a %m ß 
cos (« -|- /5) + cos (m — /9) =fc 2 cos ct^co^-ß 
cos (« 4- P) -^ cos (« — ^J = — ' 2>in'rt.^8iii ß- 

sin «4-, 5in)S = 2 sin^ (» 4- /S).cj)s 4 (« — /») 

» sin a — sin /9 =* 2 eos I («4- /*) 8|« i-f« -^ ß) 

cos a 4-' cos/9 = 2 cos ^ [a 4- /S) cOs ^ f a — ß) 

' * C03.Ä -.r- QQ»ß = — 2-sia4,'(a+^>fin4(«t-/J) 

; _ stn (« 4- ßy 

cos ff cos ß 
sin (« — ß) 

cos«..c<>^^ . ! . .' 
_ sin(a_4-jg 

j yt _ sin« Binß 

^ ^ sin (« — Ä) 
cotg« — cotg/S = _JL__-Xd ^ „. . 

(cos« 4- cos/9) = tg 4 (o 4- /Jj)- - - • 

;cos « 4- C09ß)_ =x. t^.i.C^-^ ift . r 

sin « 4. sin jS) == fg i («--^ Iß) ; tg i^a^ß) 

cos « — C08/8) == — -yCOtg 4 C« 4" ^) 

COS« — c6i/9) =.T- W)tlJ{t<''^-"*?y 

COS « 4- cos/9) = -T^ tgi (« 4- /9) tg I («— Ä 



5. 
6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 

43. 



tg« 4- tg/9 = 

JLgti — tg/«,: 

COtgoe 4- cotg/J = 



■i: 



^sin« 4- sin/S) 
.sin« — sin/9) 
:Sina — sin/9) 
fstn-Ä -T -ain/9) 
sin 01^4- süi?J^ 
(cos« — cos/S' 

'{*««^'4-t«/»; 



t 

,_ . -. :(tg« — tg/J) = s«» (« !4- /9) : sin («— /J) 

24. (cotga4-cotg/9).;XcolÄ.«'— cote/?) = -- ain(a4^): ^§)(a«^^) 

25. sin C*4-Ä »in («—/*) = sin^ « - sin*./9.= qo8*/9— cos* « 

26. cos C«4-/5) cos [a —ß) = cos* « — sin* ß = cos*/? — sin* a 
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Formeln, in «welchen ein \f inkel, oder ein Winkel und 

der Winkel von 45® yor kommt. 

. 2tg-^ ' ' '" 
^ . ff « 2 

1. fliiia«B2sin -«- cos -^ »= --^-— 

. ^ ^ . . i+te* ± • 

2. Bin2ces:(2sinacosä r 

3. sin 3 er 8=3 sin« cos* « — Bin ^« 

4. 8inna = nsin«cos*»*<« ^ (n^^nin* acoB**-^^ a 

5. cos« =C08« -j -flin« y = p-^. 

6. cos 2 « as: cos* ff .— sin» a 

7. cos3«ssrco8*a — 3sin*«cOBtt • 

8 . COS n « « cos**« — (n) j sin«« cos?» " ' q-K»»)4 sin* « cos** ^ * ä— . . . 

9. 2cos* «« 1 + cos2a icos* y = 1 -|- cosct 

10. 2Bin*a=i — cOs2« 2 sin» -r- = 1 — cos « 

z ' ■ 

a sln«^ ' 1 — cos« - > . 

11. tg — = , .. .. — : « r^ == cosec« — ^otg« 

2 1 -f- cos « sm et 

12. «otÄ 't:' *» -j— ^ — ' ^ -^-^ — ' — «*^ cosec« + cotg« 

2 , 1 -7- cos cf , si"! *L 

(,^. a\ ■ cos« 1 -— sin« • • 

2 1 1 H-. sin « cos « ^ 

-- • .' - ^' -• / ^ ■' «\ 

' ^ « cotg 145 H- yj 

/ « \ - co«=« = 1 -4- nin « , ;■ ' 

14. cotg (45 - 3-j - -i-;rii^ = -^s;^ = -e«« + t«« 

^5- {^T^^f.t «5 ,■."'.,. :; . ....... .-.• 

-« 1 + cote«- M \i.'/* MtA ^ • - »••' 

, 16. q— 2- — —- = 00% C« — 45) 

V ' 2tira - -- ^k - ' k ' • cotg*« -*^ 1' 
n.tg2«=,.--33^..... lg. ootg2a.=, ^^^^^. . 

"19? tg« 'te£ ■ -■ ■■ - •' •'' -20. tro«^' fc^ "^ ■ ^•• ■ - — -^ ■ *- 
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Potenzen von sinn« und-cosinnt. 



2 cos' ce SS 008 2 a -f- 1 

4 COB* a iB* cosß a -f 3 cos (V * ; 

5 cos^ a =s cos 4 ff -j- 4co8äft *|- 5 

16 cos^ a SB cos5a 4- ^cO*3a 4" lOcosa 
32 cos*« s= cos6a 4- 6co84a 4- l&<^s2« + 10 
64.cos'a =< cosjZa 4". 7 9<»5i« 4- 21fi08ä« 4- 35 cos« 
i^8 co«*^d ,U jcps^it -H 8^56« ^ 28 cos 4 et ^ 56«6s2 <v + 3& 
2 sin* a sb — cos 2 ee 4- 1 
4 «n' a c= — 8in3 tt 4- 3 sini? 
8 ijn*« = " C084a — 4c082« + 3^ - 
16 sinket SS sinSa ^<- ^Bin3a 4" lOs^na 
328tn«R s^'-^ oos6(z4-,6i;08 4(r -r 16cos2a + 10 
64 sin^ «SS — i'nltt 4- tsJn5a — 21 8in3« 4* 358ina 
128 sin> ü s;^ cos 8 a — 8 cos 6 a -4- 2$ cos 4 a >— 56 cos 2ft-|-35 
• » 

FoimeLi) zwischen dräl Winkeln, d^ren Snmme 
,: - 180? betrügt. 

• ..' • •■'• - .' ■ «' /5 •' • >*■ 

1 . sin a + siniS ,+ sin y = 4 cos -jT cos -^ cos ~- 

i . <• ' y a ' p y 

2. sin « + Bin^J — sin y «s 48;n — - s^n -^ cos -^ 

3. sin 2 a 4- «in 2i9 H- sin 2 y SS 4 sin a sin ß »in y 

4. 8in2« + sin 2/9 — 8in2y ss 4 cos a cos /? sin y 

5- f^* 'S +.«i».* /^ +„8ip» y.= ^ cos « co,8 ^^cQs.j/ -I- 2 . . . ., 

6. sin* « 4- sin* ß — sin* y jesj 2^n « sin /J cos y 

7. tg « + tg /« + tg y SS tg. « tg /9 tg y 

8. COtg —.4- COtg -^ + COtg ^ SS cotg -s- cotg ^ cotg -^ 



.r 






l «/ »^ .-l" . t' • .\ 



1. sin « + dfii (ft 4-\'/^3 -f «n(«'4^ 2-Ä) . : . .sinT« 4-ti/J) 
:- - •: - - sin l«4- -YJ-Bin V 2 



I • I * i 



slh 4 - 



2. cos « + cos («^,+ /») + cos (et 4- 2/9) ... cos (et + nß') 

-1 '-J- - ■ « "- I A ' , n>/A iM.(fi 4^ 15 /y 
... . j cos f « + -2^1 8in ^ ^ ^^ 

- •. - - 1 , ~ ~ ß 

■---•-',- -vi . ; •• -Sin-^ '•• - 
'* 2 



ID» 



3. Bin X Ä « M* — — f*.»;*^- — -*- 

3! ^ 51 7! 



. xÄ- -a:* •' X*. .■ ---,'• ' 

4. cos X ==.1^^47 57 -^^07+- V;^^ ~ .,^ 

5. tgx = 2*(2«-l}|lx+^2K2V^)|f^'+2«(2?-Oj^^^ 



•.:- '. •- 1 



. t • < 



6. «>tgx= ±(1 - 2» |i ii -2* |i X* - 2.- If- .* - • • •) 

* T\^""T:"4&"""9K"-T-4725"' •7''>'^>-"^ 
^1 ^i > ^5 « • • Bernouilliscbe Zahlen (Seite 85) 
. '. ;. sin^ xl , 1 . 3 sin* X .1.3.5 slh^x . 

7. X = 8inx + i-3- + 2^4 -r- + 2X6-7- + --*' 

8. X = tg.x — J.tg^'x-f. -itg« x^'|tg'x-l-7:.'tgx^ 1. 

9. Aus 3 uik(1.4 ist angenähert: V= ^^^ x ^secx. 



Formeln t^xir BeT^cntiüng der Function eih klel^ftet 

; • ' ♦' ■'• - ^' ' *W^iFtiö;J.-":'' - • ••' -t- '^ - •". •) 

Es bezeichnet fc di« Zahl log -, =» 3,5363 

nnd d^ log cos« ^ 10— log^os« =s log^isec«. a' Sie^lnuten- 
zahl eines Winkels. 

1 . log sin a' ^ ^og'a^ -lII ^'4^ idJUüß^s a) 

. ,?^lo^«' - = k(g8ii\«'.+,* + fii§]o«fco^«_ . 
. ,1 .> \,3. log,^f ' « log«' ■- (fc - JdFlogcos a) 
-- ,; -4.iilog^'. «a jogtga' + fc — }ci£logcos()e 

Gleichungen.zwischen den Arcus der verschiedenen 
- Functionen. 



v.i l «Clin V s^ arc cos Vi — u* « arc tg 

~ I.- ' -' r • »-. 

2. arc cos u'sft arc sin }^1 — u< sss arc tg 



ti 




yi- 


u* 


yi- 


tt» 



10^ 

o. arc tg u SS arc sm -7==-= arc cos-r===r = arc cotg — 

4. arc sintt ^t *^ sin't? = arc sin ( u y\ - > i)^' j^ ^ yi — u*) 

s= arccös il/A — u» ]/! — v^ T « v) 

5. j^rc C08U ^ arc cosy =^ arc sin ( v Vi -— U^ j:^ J^^ — /^ \L 

. = arccos (ut? qiyi — u2 1/1 — v«) 

. - ■ .. n a|_^ --• '-- — 

• 6. arc tg u j- arc tg"v = arc tg . ,z~ — 

Allgemeine Gesetze der ebenen Itfigronometrie. 

.. 1«' Daä r^clitwinkli^e Dreieck. 

a/&, e die leiten und a//9, ^^ die Gegenwinkel derselbe^, beim 
rechtwinkligen Dreieck, y, der ?e^toWinlLel, /"die^lä^e/r deiBadid» 
des umschriebenen und q der Radius dds eingeschriebenen Kreises. 

a . h • '« - 

• — =s sin a — SS cos a -r- =s tg «t 

^ : - - c h 

c ' e b 

— ^ cosec a -r- =» sec « — = cotg « 

c =;= a cosec a= b sec « . * 

. ^_.._. .2, .., .2;. , _a. ;, ... .-44. .,. 

2. I>»s gletchsclreikllge t)'r^äcrk. 

• - . i 

a die Grundlinie, 6 der Schenkel, h die Hohe. 

b ab tt h a 

— 3- =3 cosec -s- , -r- = sec -s- , — ;-: ,= cotg -^ 

T =&8m~=Mg-|-^ . 

. cc a ' a 

h SS 6 cos Y = V *"2" ■ ■ ''■"*■ ' '■ "' '' '"^ 



•6 sÄ^ptJosee -^ s= A'sec — < 

^- — Ol • - - ö? , . « io . '« • iP sin «p 
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3. Das schiefwinklige Dreieck. 



2r 



Bin (X 8iD ß ain y 
<o + 5 _^ cos^C«' — ß) q — ^ _ sin ^ (« ♦— /g) 

a SS 6 cos ^ -|- c cos /9, 6 s= c cos «-|- a cos y, e ^ a tsos /J -j- 5 cos « 
«« » 6«H-c2~26ccosa«.(6rhc)*---46ccos*-2.«(6-c)«-f-4*c8in*-^ 



'»"-2-- y- — f, — ^' ^'.T"- Ktk 

^5 sin y d* sinß siny ^ « , . ^ , 
«= ?* cotg -j- öotg Aeötg^ i*«]/«(»-i-ei)(«— *)(* — c) 

" 4f 

Formeln zur Berechnimir ^r Sttcke ebener Figuren« 

1. Das rechtwinklige Dreieck. 

* — 

Ausser ^en schon angeführten Bezeichnungen ist noch: h die 
Höhe zur Hypotenuae, u und t7.-die Projectionen vo&r et- und 6 auf c. 
o* 4~ ^* = **» <«*■== c . u, 6* ssB c . V, Ä* «= u . t; 

- B'ereehnungeii. 

A, Wenn g;egeben ä und 5 , so ist . 

tg a « — , ß = 90 — . tf, e = >/a» rh 6». oder c = 6.sec a 

V. 

B. Wenn gegeben a und r, do ist • 

6 == V(e + a) (c — a), sin « = -^ , .^.5= 90 — a 



.. ^ ay(c 4- g) (c — g ) '^_ flV(c-ha)(fl — q) 
c •, ' 2 '. 
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C. Wenn gegeben e und a, oder e und ß 

a SS e sin a oder a ss c cos ß 
& SS e sin /9 oder b- ss c cos a 
. e sin 2 /f c sto 2 a . e^ sin 2 tf e^ sin 2 /3 

• « 

D. Wenn gegeben ist a und a oder a und ß. 

e sss a cosec a oder o ss a sec ^ 
6 s= a cotg €t oder 6 ss a tg /3 
& SSE a cos er oder h sss a Bin ß 

/ « — cotg « oder /* « — t^ /J, 

2. Das gleichschenklige Dreieck. 
A, Gegeben a und h. 





an 2 -cos/J- 26 




Im 5 & 1 fl^ r^ 6 rt"^ - jt 




i _ rA^^-T-aji^-ÄO a) *'i/r2&.Ufl'^r26- 




n — 2 , f ^i ^Y{^i.O'\-a)y^o 


B. 


Gegeben a und a. 




6«---eo8ec ^ , ^*»90-r.-y 






G 


Gegeben a und />. 


' 


6 --|-8ec /»,-?-- 90-/» ' 




*-^T*«'*' ■:''=-T*«''/ ^ 


V, 


Oeg«ben 6 nnd «. - - > 




a = 2 6 8ln4./»=Ö^- 4 




. . « -' 6* sin « 


E. 


Gegeben h nnd ^. 


' 


''o«25cos^, -^«90 — /9 I 




Ä« 6 8m/9, Z'— 5 — ^ 



3. Das schiefwinklige Dreieck. 

Wenn' X die Projection Ton h auf €„ist» aiList, je nachdem a >• 
oder < 90» ist, a^^h^ -{-b^ ±1 ex; ^ die Höhe au«: a, so ist 

f^ JL. nnd f = y, (, - a-) (r-r 6) (t - t), ? — y? ' "" 17 
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5. Das Trapez. 

a und h die beiden parallelen Selten, c und d die nicht parallelen 
Selten, h die Höhe, a und ß die an a liegenden Winkel, a an c. 

p und q die Diagonalen, y> der zwischen ihnen liegende Winkel, 
F der Inhalt nnd f der Inhalt des A aus a — h, e und d. 

_ (g-f &)ft _ (a-{-h)f (q+&)c sin« _ (a»— 6^) sin «sin /9 

2*~a — 6^ 2 "" 2sin(a-f /?) 

pgsino) , ä* sin (« + ß) 

SSS ^ SSS ah ;7 i^ —^ 

2 2 sin « sin ß 

— ^^—^^ 2^ _ 2(F+fc«3 8intt8in/g 

A c Sin « A 

_ j> 1 c sin (g -f /g) 
"^ sin/? 

2F _ (g — b) sin ^ 

(a -^ b) ski a sin (« -|- /J) 

2 JP 

4. A SS e sin « SSS d sin i$ SS — ^-r 

a -|- 

^ 6. Das Viereck im Kreise. 

Die Seiten g, 6, c d, « «s= ^ (g, 6), /9, y, <f folgen in der Reihen- 
folge der Seiten, p und q die Diagonalen, q geht durch «, 

g-|-6 + c + d 6-|-c-|-d — g TviAr. 

— ! i ! — == 8 , — = j: SSS 8 — g etc. : Inhalt F, 

(p Winkel zwischen p vad q. 
1. a-i-y =1.^4- (r«480o 



2. 



g g6 + cd 
pg = gc + W,y-jjqrrc 



« ^/7 ^r-? — Tc:? N-7 5^ fc* — a^) Biaasinß 

3. F = V(»-a) 0-6) (»^cK»-H») = ^ 2sIn(a-/9) 

(g& -|- ccT) sin « (bc -{- q<Q »^ /? pg sin y 

2 ^ ■" 2 

— ' l A^+^<^ _ y(a6-f c<0 (&c-f gd) (gc + 6d) 
*"■"' y sinasinß'^ 4F 

5. tg^-cotgf.= yL-^^ 
c * i» * *• i/(»— 6)(»-e) 
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7. Das Trape^oid. 

Die Bezeichnungen wie beim Viereck im Kreise. 

1. ir'= ^ [aö sin* + &o siH^ — ac w(« H-/J)] 

a 4 [ad sin <f + d<^ sin y — a« sin (cT + y)] 
a^ sin CK sin (f — c* sin y sin ^ 
2 sin (a -f- (T) 

F» = (5 — a) (a — 6) (« — c) (a — (i) — a&cd cos « ^ (« + y) 

2. a = 6 cos « — c cos (a rj- ^) 4- <^ CO* (« + Z' + y) 

3. «2-, 62-|.c* + d* + 2&ccos/!? + 26dcos09H-y)4.2cdcosy 

4. Ist m die Verbindungslinie 4er Mitten der Diagonalen, so ist 

a« -f 6* -f c» -^r d« ==5 |>a -f 4« 4- 4 m» 

8. Die regulären Vielecke im Allgemeinen. 

Bezeichnen r , r, die grossen', (>, Q^ die kleinen Eadien und 
a, a^ die Seiten eines regulären nEcks und 2A£cks in demselben 
Kreise, so ist 

1. r*«p«-f(|-)\ 2. aj« = 2r(r-^) 

3. 2 p,* =s r (f -f- p) 4. ar f= ;2ä| g^ oder 

uf s= U| pi , wenn u und Uj die Perimeter der Vielecke sind 

p, f^^-s^vQ, wenfi 4t ddr ffnrfaog des i^usehriebefien nEcks ist. 



7. r = 



_ (> 



2 sin -^ cos ^ 



2 2 

8- P = -y cotg -i- = f cos ^ 

9. F= ^1« cotg -^ = n(,2tg^ 



9. Reguläre Vielecke von bestimjnt&r Seitenzahl. 
1. Dreieck. 

A = -^/3 = — = 3^ 



2 ^ 2 

r = |Ä = -|. 1/1 = 2 

8 
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«■=3=6 ^= 2 




a = }fc>/3=:2ey3 «rl/S 


^-4 


VT-*;i/3-\'*V3-3e'y3 


2. Viereck. 






r-^ y2=ei/2 




.=f=iy^ 


. 


a = ryTa^2^ 




P=a2 *=2r» «4^2 


3. Fünfeck. 





_.}/L±lI=, 0/5-1) 



4. Sechseck. 

F= I a2 yT = I rV|/3"= 2 (»^ vT 

5. Achteck. 



a = r Yi-yr =2q o/T— i) 

F=2a2(l + T/2) = 2räl/2"=8p» Cj/T— 1) 
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6. Zehneck. 



« n/T . 1^ l/l0-2l/5 



2 r - • - r - 4 



p = ^^5+21/5"= ^Vio-Ji/T« 2 e» V25-101/T 

Das Quadrat der Zehnecksseite plus dem Quadrat des Radius ist 
gleich dem Quadrat der Fünfecksseite. 

7. Zwölfeck- 

r = ^O/T+yi) = p OTT- 1/1) 

^= -|-C2 + 1/"3) = -^(yT-^ >^ 

«= -f (V^- l/*2) = 2 K2 - T/IJ 

F= 3a2 (2 H- yl) = 3r2 = 12(>» (2 — yi) 

Die sphärische Trigonometrie. 

et, ß, y die Seiten, ^, B, C ihre Gegenwinkel. 

A. Das rechtwinklige Dreieck'. C == 90». 

1. sin « SB sin ^ sin / 2. sin a ss tg /? cotg.B 

sin jS s= sin B sin ^ sin /3 ss tg a cotg A 

cos A s= cos a sin B cos A = tg j9 cotg y 

cos B s= cos /$ sin A cos B = tg a cotg )/ 

cos ^ SB cos a cos ß, cos y = cotg A cotg B. 

3. Die Napier*8chen Regeln. 

Schreibt man die Stücke: y, B, 90— a, 90— /9, A, der Reihe 
nach in die Peripherie eines Kreises, so ist der Cosinus eines dieser 
Stücke gleich dem Produkt der Cotangenten der JNachbarstücke und 
gleich dem Produkt der Sinus der beiden andern Stücke. 

4. Ist y sehr klein, so ist: 

a ssa ^ sin A und /3 =» ^ sin B. 
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B. Das schiefwinklige Dreieck. 
^1 > ^2 ^s ^^ Höhen zu a, ßj y. 

a4./3-}.^=s la.A^B-i^^^ 1804» %E^ 2£helftt der 
sph&rische Excess. 

1 . cos a :b cos ^ cos ^ + sin /S Äin y ^i A 

2. cos A s= — cos B cos C -f- sin £ sin C cos a 
..•• ..••.«•»,« ^. 

^ sin a sin Ä sin y , . 

3. -; — 7 = -7— ~ = -T-77 oder auch 
sm A sin B sin C 

sin B sin T' = sin C sin p s= sin X^ 
Bin A sin y =s sin C sin a =s sin X, 
sin A Bin ^ SS sin B siti « :a sin X,. 

4. sin a cos B s= cos /? sin y — sin /S cos y cos A 
sin « cos SS cos j' sin ß — sin y cos /3 cos J. 

5. sin A cos /$ SS cos B sin -f- sin B cos cos • 
sin A cos y s= cos C sin B 4* s^n ^ cos B cos a 
\'. .»..,* «. 

6. sin A cotg B =» cotg /J sin y — cos y cos A 
sin A cotg SS cotg y sin /S — cos ß cos A 

7. sin a cotg ^ ss cotg B sin C 4^ cos cos a 
sin a cotg y ^^ cotg C sin B -j- cob B cos d 

8. Sind a, , /9| , yi , A^ , Bj , Cj Seiten nnd Winkel eines 
zweiten Dreiecks nnd ist: 

n'\- A^ =/?-|.fi, «y-fCi« 1800, sowie 
«t+At±./fj-f-Bft=^i4-C*t« 18d<>, so keiMt dieses 
Dreieck das Polar-Dreieck des «rstetti. 

9. Sind Aa, A;9, Ay, AA, AB, AC EQSftmlneng«b$rf;ge kleine 
Aendertingen der Seiten und Winkel, so ist 

A« SS cos C A/J + cos B Ay -H slki A^ AA 
A^ = cos A Ay + cos C A« -f- sin X^ AB 

Ay =s cos B Aa 4- <^8 A A^ 4- sl^ ^3 ^^ 
10. dn -- „W(a-/»)8lnC<r-y) 



4-r 



sin^ siny 

A 1 / sin ff sin (dr — ») 
cos— «|/- 



tg^ = y- 



sin /9 sin y 

sin {a — f) sin {fs -^ y) 
ein ff sin («r -^ a) 
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« T /sin £ sin f A — JST) 
2 f sm B sin 

ff 1 / sin TB — £1 sin (C — fi) 
^^T-= K sin B sin C ' 

«^ Tj / sin E gi» (A — E) 



** 2 P^ sin (B — ^ sin (C — JB) 

12. Die Gaass^schen Gleichungen. 

y C 

cos i (A + B) cos ~- w cos J (« 4- ^) sin — , 

cos i (A — B) sin -^ == sin ^ (a + /?) sin -y , 

sin ^(^A-^-B) cos -^ = cos ^ (a ~ /S) cos -jr- 

y C 

sin i (A — B) sin ~- s= sin ^ (a — /?) cos -5- . 

13. Die Napierschen Analogien. 

* r A . -w^ cosAfa — S) C ., ^ cos 4 TA — B), y 

14. Zur Yergleichung des sphärischen Dreiecks mit dem reoht- 
winklig ebenen Dreieck. 

sin» -|- = |sin H« + « sin -^| V jsin i (« - /S) cos -^j * 

in* -^ = (cos i (A + B) cos -|-j V /cos ^iA^B) sin -|-) ^ 

15. In jedem sphärischen Dreieck ist die Summe je zweier Seiten 
grösser als die dritte , und die Summe zweier Winkel kleiner als 
180® plus dem dritten Winkel. 

16. In jedem sphärischen Dreieck liegen gleichen Winkeln gleiche 
Seiten gegenüber, gleichen Seiten gleiche Winkel, dem grössern 
Winkel liegt die grössere Seite gegenüber, der grossem Seite der 
grossem Winkel. 

17. Ist in einem sphärischen Dreieck die Summe zweier Seiten 

> « oder < ISO» 
so ist auch die Summe der Gegenwinkel 

> = oder < 1800. 

18. Liegt ein sphärisches Dreieck auf einer Kugel Yom Radius 
r, so ist die Fläche desselben: 



sin 
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Z' = r2 (A -f B + C — TT) « 2r2 £, wobei A, B, C die 
arcus der Winkel bezeichnen. Zur Bestimmung von E hat 
man: 

*« T" "" ]/*« y tg i ((j- «) tgi (a-/J) tg i (cr-y). 

19. Ein sphärisches Dreieck auf einer Kugel vom Radius r kann, 

wenn die Seiten nur einige Grade betragen, als ein ebenes berechnet 

werden, dessen Seiten die Längen 

r arc a , r arc ß und r arc y haben und dessen Winkel 

2E ^ 2E 2E 
A ^, B ^ und C 5— sind. 

C. Berechnungen. 

1. Gegeben «, ß und y. Die Winkel ergeben sich aus No. 10 in B. 

2. Gegeben A, B und C. Die Seiten ergeben sich aus No. 1 1 in ß. 

3. Gegeben a, ß und A, sin a >• sin ji?. 

. ^ sinA siniS ^ . , . , ^ , ^ zvrvn 

sin ß = i- ! B ist mit Ä zugleich > oder < 90° 

sina ' r e ^ -- 

. ^^ , . tg/Ssinx ^ ^ . ^ . sin« sin C 

sinfC-j-a;) = -S-i- , wenn tgx == tgA cosÄ: sm y= : — z — . 

^ * J tg a r 7 y^ sm A 

. ^ cosacosy ^ ..X « . /^ sinAsiny 

cos ry — yj = -— ^, wenntg2/ = cosAtg/S: sm C= : ~. 

^ "-^ cosß sm a 

Hat man B bestimmt, so lassen sich zur Berechnung von — 

y 

und — auch die Näpief sehen Analogien benutzen. 

4. Gegeben A, B und a, sin A ]> sin J5. 

sin ß = ?HL^i^ ^ mit B zugleich > oder < 90« 
'^ sm A ' '^ ° ^ ^ 

. .. - tgBsina; _ . _ sinAsiny 

sin (y — xj = -^- — T— , wenn tg a; = cos J5 tg« ; sm C = : , 

^ -' tg A sm a 

. /-^ -V cosAsinv „ . sin« sin C 

sm rc — t/J = — ^, wenn cotgj/ = tg JB cos « ; smy ss= : — - — . 

^ cos JB o <7 o / gjj^ ^ 

C y 

-^ und -^ auch wie in No. 3. 

5. Gegeben «, B und C. 

Man bestimme mit Hülfe der Napier^schen Analogien i (ß -\- y^ 
und ^ (ß — y).; der fehlende Winkel wird mit Hülfe der Gauss' - 
sehen Gleichungen bestimmt, oder man berechne x und y aus 
cotg X = cos a tg B und cotg j^ = cos fx tg C, so ist 
cos B sin (C — x) cos C sin (B — y) 

cos A s=s . ■ ■ =ss , I 

sm X sin y 
tg a cos X tg a cos y 

^ '^ •" C08(C-ir)' ^ ^ ~ cos (B-1/) • 



J 
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6. Gegeben A, ß und y. 

Man bestimme -J (B -J- ^) ""^d i (^ ** Q ^'^^l ''f ^i® ii^ No. 5, 
oder man berechnet x and y aus: 

tg X SS cos A tg j9 nnd tg ^ s= oos A tg /, so ist : 
cos ß cos (y — x) cos y cos fi — w) 

cos a as ^ i- t=: 1 "^ Z± 

cos X cos ^ 

♦ n — tg A sin x __ tg A sin y 
• *^ ^ "" sinO-x) ' *« ^ - sin OS - y) * 

Stereometrie. 

1 . Würfel, a die Kante , d die Diagonale , V der Inhalt , die 
Oberfläche : 

2. Prisma, g die Grundfläche , h die Höhe : 

3. Rechtwinkliges Parallelepipedon. a, 6, e die in einer Ecke 
zusammentreffenden Kanten, d die Diagonale: 

V==iahc, d* = a« -f 62 _|-c2 

4. Schiefabgeschnittenes dreiseitiges Prisma, a, 6, e die -||- Kan- 
ten , f der Inhalt des zu den Kanten normalen Querschnitts : 

3 
Das n seitige schiefabgeschnittene Prisma ist durch Diagonalebenen 
in dreiseitige Prismen zu zerlegen. Ist bei einem nseitigen schief- 
abgeschnittenen Prisma, f der zu den Kanten normale Querschnitt, 
und bezeichnet l die Entfernung der Schwerpunkte der Grundflächen, 
so ist : y :ä fl. 

5. Cylinder. F «= gh. 

6. Gerader Cylinder. r der Badius der Grundfläche, d der 
Durchmesser , M der Mantel , die Oberfläche. 

F= r2 7rÄ=s— -— Ä M=i2r7rh = dnh^ *=2l/;r VäF 

4 r ' ' 

1 Jlf^ 

7. Hohlcylinder. q Radius der Höhlung, r^Q = e, r-\-Q^sz2y 
F =s (f2 — ^2) J^f^ ^ (f + (,) (r— (>) ttä = 2y TrÄe 

8. Schiefabgeschnittener Cylinder. a und & die grösste 
und kleinste Seitenlinie. 

^ r^7r(q-f 6) _ d» TT (g H- &) 

■ 2" ~ 8 



i# r I ^^ d7r(a4-6) 

AI 



Gilt nur für den geraden Cylinder. 



122 



9. Cylinderabschnitt, Schnittebene-^ der Axe, und Gylin- 
deratiftichBitt. YoltiHieii, Qiundfläche mal Höbe. (Siebe fiieis.) 

10. Hüfförmiger Abscbnitt. 

in Tbeilen de« Badius für den Badiua 1, also 
arc </). 




Af 



2Ar 



[(• — V + &] 



Gebt der Scbnitt drrrcb den Mittelpunkt der 
Grundfläche, dann ist a ss & ss r nnd 

F=fr«Ä, 3f=2rÄ 
Dieser Körper läsit sich nacb der Simpson- 
sehen Regel berechnen. 



Körper mit yerinderlieheii Purohsehiiittsflfteh«!!. 

1. Grundfläche g, Endfläche -f- der Grundfläche c, Mittelfläcbe m. 
Durcbschnittsfläcbe in der Höhe x, gleich y. 

Wenn y = Cq + «t^ -H ^j^' + 08*'» • • • ^^^^ ^st das Volumen 
des Körpers von der Höbe x 



V 
V 



a^x-f 



a|X' 



a« x^ a« X* 
^ -i 1_ -J-— . und auch 



-ß- (^ H- ^w* 4" Slmpson'sche Regel. 



2. Wenn y s= a^ -)- ^i ^ + ^s ^') ui^cl y^ die Durcbschnittsfläcbe 
in der Höhe Xj ist, während l s= x — Xj und x^ — l sa d, ist 



?+*-» 






2 
9 



') 



+ 



ii und 



Z 



.).] 



In dieser Form ist die Formel besonders anwendbar bei Erdarbeiten. 

3. Die Pyramide. Ein Scbnitt y -^ der Grondfläche im Ab- 
stände X von der Spitze ist ^^ der Grundfläche. Ist h die ganze 
Höhe und g die Grundfläche, so hat man 



px2 



y(x) 



yx 



Fs= 



9h 



V(x) nnd V sind ähnliche Pyramiden: 



V(x) 



h^ 



12$ 

4. PitfftUel abgekürzte Pyramide, h die Hdhe, t die H5tie der 
firgAnzungs^ytamide. 






; 2y^«y?4-y7 



5. Sind die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide l, die Grund- 
kanten a, h und 0, so ist 

6. Sind p, g und t die Kanten einer Ecke und a, /S, ^ die Winkel 
zwischen denselben , so» Ist 

Faas Jpjt^yslhirsin (tf— 'a)8ln(a — /f) sin (er — y) 

7. Kegel: Fa»-^; wenn die Grondfläehe ein Krets: 

^1 12~ 

Mantel des geraden Kegels: 

M = mly wenn 2 ä ^^r« -j. ä« 

8. Parallel abgekürzter Kegel. Die Radien r und ^: 

»^ * -^ ['• + (r + e)» + 9*3 ■= ^ {••* + 'p + e*) 

Der Mantel, wenn der Kegel ein gerader ist: 

9. Der Kegelhuf, die Schnittfläche -f- zur Seite. 

Die Hohe des Hufes p, u ss -—? , « « y2rtt — u^ , so ist 

h 

V - -^[Sf« arc cos ^ - (Sr + « - ^1 5,1 

M « rt/are co» ^1:=^^ ^^^=^1 
\ r 3r' / 

10. Der Kegelhuf, die Schnittfläche senkrecht zur Grundfläche des 
Kegels. Der Radius des Kegels in der Höhe des Scheitels der Schnitt- 
fläche sei Q, so ist 

F« y p arc coä ^ — 26c» + *^ log» (^~^)1' ^ "" V*"^ — ?* 
^«l(rarccos-2.-_?i\ 
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11. Pnsmo'ide, Körper, deren Eckpunkte in zwei -D- Ebenen, den 
Orundflächen , liegen, deren Seitenflächen also Dreiecke, Trapeze, 
Parallelogramme oder windschiefe Flächen sind. 

DasYolamen eines Prismo'ids wird nach der Simp- 
sonschen Regel berechnet. 

12. Der Obelisk ist ein Prismoid mit lauter ebenen Begranzungs- 
flächen. Die Hohe b, a und b ein Paar entsprechende Seiten der 
Grundflächen, z die gleichliegende Seite des -||- zur Grundfläche im 

X 

Abstände x geführten Durchschnitts , so ist s s= & -(- (a — ^) *t- 

Sind die Grundflächen Trapeze mit den Mittellinien p und pi und 
den Höhen a und ckj, dann ist nach der Simpson' sehen Regel 

y= y [pa-+-(pH-Pi)(« + ai)-+-Pi «j] 

Diese Formel gilt auch för Obelisken, deren Grundflächen Rechtecke 
von den Seiten p, Pj und «, «i sind. 

13. Ein Prismoid Yon ebenen Figuren und einer windschiefen Fläche 
begrenzt. Die Grundflächen seien Trapeze und stehen auf einer 
Seitenfläche senkrecht. 

Die Grundfläche g hat die -^ Seiten a und b und die Höhe p 

» n * ;; n n y ® » ^ » ?j n 9 

p und 9 sind die -{|- Seiten der Seitenfläche, auf welcher g und e 
senkrecht stehen, und die Höhe A dieses Trapezes ist auch die Höhe 
des Körpers. 

7 = i {(a H- &)p + (a + & + c + (i) (p + ?) -f (c 4- d) ?] 

Wenn p = ? , so ist 

r = ^ (« + 6 + c + <f) = ?il±l+l+^ 

Für a=^ G und 6 s=s d 

Diese Körper kommen häufig bei Erdarbeiten vor, die Grundflächen 
stehen dann, vertical. 

14. Die Kugel. __ 

= 4f2 7r«d2 TT = ■|/'36^ . y?* = — 






ZV 
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15. Kugelabschnitt, h die Höhe, a der Radius der Grundfläche. 

Calotte: Cs=2f7rÄ 

16. Kagelzone. a nnd 6 die Radien, h die Höhe. 
4m = (2a2 -|- 26> + Ä») tt 

MantelJtf = 2r7rfc; r «= l/a2 + |^ldL|LzL£!\ * 

17. Kugelausschnitt: V^'^r^nh 

h ist die Höhe des zugehörigen Abschnitts. 

18. Der Ring, welcher entsteht, wenn von der Zone in No. 16 
der abgekürzte Kegel mit den Radien a und b und der Höhe h fort- 
genommen wird, l die Seiten des Kegels. 

_, l^hn^ . , , , 

V *=■ — ' — und wenn a ss b, also h s= l ist, 
o 



UmdrehnngrskKrper. 

A. Allgemeine Gesetze (Güldin^sche Regeln). 

1 . Dreht sich eine ebene Figur um eine in ihrer Ebene liegende 
Axe, welche die Figur nicht schneidet, aber wohl begrenzen kama, 
90 ist der Inhalt V des Rotationskörpers gleich dem Producte aus 
dem Flächeninhalte f der erzeugenden Figur und dem Umfange des 
Kreises, welchen der Schwerpunkt dieser Figur beschreibt. Wenn x 
der Abstand des Schwerpunkts ron der Axe ist, dann hat man 

V=:2x7if 

2. Die Oberfläche des Rotationskörpers ist gleich dem Product 
aus dem Umfange u der Figur und dem Umfange des Kreises, welchen 
der Schwerpunkt derselben beschreibt. Ist y der Abstand des Schwer- 
punkts Ton der Axe, dann hat man 

= 2ynu 

Es ist nicht nöthig den Schwerpunkt der ganzen Figur f oder des 
Umfangs u zu berechnen, wenn man die Lage der Schwerpunkte der 
einzelnen Theile kennt. 

3. Sind V^ und 0^ der Inhalt und die Oberfläche eines Rotations- 
körpers und V und die durch dieselbe Fläche f und den Umfang u 
erzeugten Inhalte bei Drehung um eine Axe, welche von der ersten 
Axe den Abstand d hat,, dann ist 

V=:z2d7if± F, und = 2d7rtt± Oj 
je nachdem die Fläche oder Linie ganz ausserhalb oder ganz zwischen 
den parallelen Axen liegt. 
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MA 



B. Korper, welche durch Drehtmg einer ebenen Figar eiM^stehen, 
wenn eine Begrenzungslinie ein Kreisbogen ist. 

LEsca, KF = &, AE = c, 
EF==Ä, DLz=zai, GKr=ib^ 
Z.LMN = «, Z.KMN = ß 
(2c-f ft)ft g+b 

* * 2 Ca — 6) T" 

ZJSTrss, das Segment Üb. LK=^f, 

uro I •* ; «"HP 

jlfiSc^^i^ _, sina = — j7-, 




«Vi/S 



r 



5 JV = i sin -J (a + |S) = öf, a + Oj + p — j? = p, 
V der 'Inhalt des K()rpers, weldier d^rch 4)rehung von EFKPL um 
EF, und Fj Inhalt des Körpers, welcher durch Drehung von DGKPL 
um DQ entsteht. 

^ = ^ (a* + a& + 6«) H- 2 (p — p) tt/ 

Specielle FSlle. Wenn c «s d uid A onterhAlb M li«gt , p also 
negativ wird. 

'^"^■"l 2 (a — 6) 

•^ r 




r, =6,r7r(6^-?^)^- 



3 



^3 ^ 



Diese Formeln finden Anwendung bei der fie- 
reeiinimg der Oe6chützr6hre.uQd der Oesobosse . 

Formeln zur Bereehnung der Inhalte d^er Gewölbe. 

Tonnengewölbe. 
1. Gedrucktes, adle %annwcite, h die Höhe, & der Bogen, aj 
die Länge, t der Radius, at der GentriwinlBel , r-^ ^ t^sA, JiC die 
innere Fläche, V der Gewölberaum. 



J 
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tg-j-s= — , *' = "ö"'+'Qfc> & = rarc ö (Näherungsformeln siehe Kreis) 

V s= ?^ (arc a — sin a) = ^ (6f — a^) 

A s= r giebt den Halbcylinder. 

2. Gotliisches. 

a 2A a , A2 a , 

AT =2a, & 

a r^ 
F= -^(2Aroa—- 8in2iif)««ai (6f — &^) 

3. Zur Berechnung anderer Tonneagepwdlbe benutze man die 
Näheinngsformeln für bestimmte Integrale. Besonders brauchbar ist 
die Simpson^sche Regel. 

4. Wird ein Tonnengewölbe in der Bichtang der Diagoaalen der 
Grundebene durch Ebenen zerschnitten, welche senkrecht zur Grund- 
ebene stehen, dann heissen die Theile, welchie nach der Stirnfläche zu 
liegen, Gewölbekappen, und die Theile, welche an der Wlderlagslinle 
liegen, Gewölbewangen. 

5. IHe Gewölbekappe bei gedrücktem Tonnengewölbe. 

6. Die Kappe, wenn & ss r, a es 2r, und ^ »= ist. 

7. Die Gewölbewange beim gedrückten Gewölbe. 

\ 3a 4 / a 

6. Die WAnge, wenn ft ss r , asBt2f und ^ ^ : 

Fas -^, AI — Ojr 

9. Bai Kreugewdlbe Ikber a&nem Beehteck mit den Seiten a und 
^1) **! ) ^i } (*! ) ^1 haben dieselbe Bedeutung wie r, q etc. 

10. Kreugewölbe Über einem Quadrat zur Seite a 
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11. Wenn die Dicke eines Kreuzgewölbes gleich dj so ist der 
wirkliche Inhalt des Gewölbes: 

J = (;r — 2) a» d -f (4 — ;i) ad« — -^ d^ oder 

o 

J = 1,1416 a2 d -f 0,8584 ad» — 4" ^^ 

o 

12. Bei allen Gewölben von gleicher Dicke findet man angenähert: 
Jsss Md, wenn M das arithmetische Mittel aus der innern und äussern 
Mantelfläche ist. 

13. Das nseitige regelmässige XIOBtexgewölbe. Es sei ^ der Radius 

des in das reguläre n£ck eingeschriebenen Kreises und zugleich die 

180^ 

Höhe des Gewölbes und a die Seite des nEcks und &= a. so ist 

n 

M SS ang s= 2 n ^^ tg a 

naQ^ 2np3 tg« 

" ~~3 3 

14. Hängekuppel. a die Seite des Quadrats: 

M^a^TT (>/2-l), V = ^ (5-2>/2) 

Näherungsveise Berechnung der Inhalte von Fässern 

und anderen Körpern. 

a der Spunddurchmesser, b der Bodendurchmesser und h die Höhe 

des Fasses. 

flTt 

1. Fj = -^ (2o2 + b^'), nach der Simpson 'sehen Regel. 

' O ■ 

^ — I , Lambert's Visirregel. 

_ 2 F, + 3 Fa 

4. Bei nicht- vollen horizontal liegenden Fässern wendet man die 
Simpson'sche Regel an. 

5. Zur näherungsweisen Berechnung der Inhalte von Körpern 
di«nt vorzugsweise die Simpson'sche Regel. 

Berechnung des Gewichts eines Körpers aus seinem 

Volumen. 

Ist V das Volumen und q das Gewicht der Volumeneinheit, so 
ist das Gewicht W gegeben durch 

W= V-q 
Wenn « das specifische Gewicht der Materie und y das Gewicht 
einer Cubikeinheit Wassers in Kunden, so ist 

q =z a • y 
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Wb Co#r4inateft in der £l»«Be* 



1. Die Abschnitte auf O^ positiv i Abscis- 

^ PX^ pegatkYj sen 
' OY positiv) Ordi- 
- Tj negativ I naten, 
O P heisst Leitstrahl, oder Itadiasvector ^ 

des Punktes P. 



_ I 



2. Die Kirsilelprojectionen von OP = r 
auf die Axen heissen die Coordinaten des 
Punktes P. ' 

m ' ' 1 • • * 

Die Öoordinatecb von 
P, Bin« x.m .+ a; f'^ -h ^ 
Pj - x = — a, y = -f-6 
P3 - a? « — a, y «= ^ & 
P^ -a;«-|-a, y = — 6 

3. Die Winkel eines Radius- 
vector mit den positiven Halb- 
axen werden nach beidefk Seltnen 
bis 180<* gezählt: 




•I •,• 





y^X 



P..: 



I ■•■ 



P 




iM. 



y 






s> 




t f<l 



• ■) 



»ür die LagÄi' de»' Punktes P ist, ^«i^n der Obowftnitenwinkel 

' X ***• r cos Ä, ' y SÄ r cos /^ 

f tind' er h^lssen iclie Polarcöördlnäten von P, wenn a fiur nach 
einer Richtung von bis 360<* gezählt wird. 

9 
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4. Die Distanz 'flweiir Punkte A, (s^y), A^^ («i, Vi) S^^^c^ ^i ^^^ 
Leitstnhlen derselben r nnd r^, die Winkel mit OXnnd OY, a, ßy 
Oj, /?j. So ist 

x^x =:dcos(d,X); y — yj=(lco8((f,T3; (x — Xi)*+(y— yi)* = d* 

xXt -4- yy* 

cos (r, fj) =« ^ — a= C08« Cbsaj -f- CÖS/? C08j?j . 

sin fr r 1 = K a^i'-Hyi»)Ca^'+y')-(xa:i+yyO«3^ ;__. x^y-xy, 

= -f; fcos«^ cos/g — cosacos/9|) • . 

rco8(r, ri)= xcosoi+ycos/Jj; rti 8in(r,ri)=s ±(»i y— xyi) = 2/' 
wenn f die Fläche des Dreiecks OAAi bezeichnet; •• 

5. Wenn drei Punkte A(x, y), A^ (»i, yj) und Aj (*^jfy,) f» -einer 
Geraden so liegen^ dass 

^ = JL, so ist .= ^^I±i^/ya^?i!i4^ 
Ist .a---=n, soistx«=x, +«(xa — xj, y ?« y» 4-»&ft— Vi) 

Aj A, 

Verwandlung der Ooordinaten. 

1. Parallelyerschiebung der Axen. 

ü und V die neuen Axen, Xj, y, die Coordinaten des neuen An- 
fangspunktes in Bezug auf X und Y 

X = Xi + ti, y == yj + t? 

2. Drehung der Axen. 
Der Coordinatenwinkel o. 

Z.YOV^a\,Z.YOV=^ß,\ d*nn ist « + «» = /5 + /5j = a> 

ti sin a + V sin /5 _ ti sin (w — a) + v sin (oi — /? ) 

'^ sin C9 ' sin oi 

Wenn man von einem rechtwinkligen System zu einem andern 
rechtwinkligen System übergeht, so ist 

j5 — « = «1— /Jj=o»=a 90^ und . 
y = II sin oe + t7 cos a, x = ti cos a — tr sin a. 

Graphische Darstellung von Gleichungen. 

L Sind «,, Vi;. j?2.,,y^; x, ^9,; .... i Wertbie:ydn v. und y, 
weiche einer Gleichung k ss o genügen, so lassen sich ididselUen al» 
Parallelcoordinaten Ton Punkten ein^r Ebene betrachten. Durch- 
läuft die Unbekani^e x alle W^rthe von — 00 bis -f- .00 stetig, so 
werden die Punkte ^^ P, P^ im Allgei^einfii» in, einer (geraden oder 
krummell Linie liegen. . , ! 
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2. Konstniift m&ii nach No. 1 die Linien, für welche die Coor- 
dinaten irgend welcher Punkte den Glelchnngen u = o und v sss o 
genügen, so geben die Goordinaten der Schnittpunkte derselben die 
gesuchten Unbekannten. Hätte man statt u b= o und v =s o zu 
konstrulren , u == o und u -^ Xv == o konstruirt , wobei k eine be> 
liebige Zahl ist, so würden sich hierdurch dieselben Unbekannten 
ergeben haben. 

3. Ist eine Linie nach «inem bestlmmton Gesetze entstanden, 
so wird sich zwischen den Coordinaten ihrer Punkte eine Gleichung 
aufstellen lassen, welche die Gleichung der Linie (Curve) genannt ,wird. 

4^ Lässt man bei der Gleichung einer Curve die Längeneinheit 
der Goordinaten unbestimmt, so muss clie Summe der Exponenten 
der vorkommenden Maasse ■ von Längen in den einzelnen Gliedern 
derselben, dieselbe sein. 

5. Bine Gtnrve faeisst - algebraisch , wenn ihre Gleichung eine 
algebraische Gleichtttig ist , ültid transcendent , wenn ihre Gleichung 
eine tz^nscendejite Gleichung ist. 

Eine algebraische Gurve heisst von der n^^ Ordnung oder vom 
fiten Grade , wenn ihre Gleichung in Bezug auf die Goordinaten x 
und y vom n*«»». Grade idt. 

6. Eine Linie,> welche ein System paralleler Sebnen einer Gurve 
halbirt, heisst ein Durchmesser. Steht ein Durchmesser senkrecht 
zu den Sehnen, so wird derselbe eine Axe genannt. *< ^. 

7. Eliminitt man aus den Gleichungen zweier Gurven eine der 
Goordinaten, so erhält man die Projectionen ihrer Schnittpunkte auf 
die Axe der andern Goordinate. 

Setzt man In ^^r Gleichung einer Gurve die eine Goordinate 
gleich Null, so erhält man die Durchschnittspunkte der Gurv^ mit 
der Axe der andern. 

Die gerade Linie, bei rechtwinkligen Goordinaten. 

1. X as a, Glefchung einer Geraden + der FAxe 

2. y8=6, - - - -- XAxe «. 

3. y SS ax, Gleichung einer Geraden, wek;he 4urch den Anfangs- 
punkt geht, a die Tangente des Winkels,, welchen die Linie mit 
der positiven XAxe bildet und zwar in der Richtung nach der 
positiven TAxe gezählt. 

4) y SS ax -{- 6, die Gleichung einer Geraden, welche nicht durch 
den Anfangspunkt geht, b die Ordinate des DuicbsehnHispunkts der 
Linie mit der TAxe. 

5) AaJ + ßy + C = 0, allgemeine Gleichung der Geraden. Wenn 
x^ uiid y^ die Goordinaten der Schnittpunkte der Geraden mit. den 
Axen sind, so ist 

-IC h C \ 

9* 
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6. Weiden die Werthe von Xq und y^ in (,5) eiagAsetzt, so er- 
hält man 

»0 Vo 

7. Ist p das Yon O auf die Gerade gefällte Lotb und sind a und ß 
die Winkel, welche dieses Loth mit den Cöordinatenaxen bildet, so 
ist 

«^ Ä p se« «, y© =** P ^(i'ß tittd 
xeoi(t^yeo9ßt±ap 

die OleitSiang der Geraden. 

8. Sind a' und /9' die Winkel, welche die Gerade mit den Cöor- 
dinatenaxen bildet, so hat man 

y cos a' — a; cOs /5' a= |) 

9. Gleichung einer Geraden, welche durch den PunJU (X|, yi).geht. 
. A(x — «i) 4- -ß (JF -r yj = Ö oder y — y^ » a (« ^ «,) 

10. Gleichung der Geraden, welche durch die Punkte (atj , yj} nnd 
(«j. Vi) geht. 



X X I Xo 



1 1 1 



-„. =??izrjür._ 



y Vi y% = Oder y — yj = -2 il (x — xj 



*• — ^1 



11. Durchschnittspunkt zweier Gecaden. 

, Ax 4-^y +^ '^O ^^ y=.a a:Th6 
-Äj X -f- Ä, y -J- Cj Ä y =s aj X 4- &| 

X SS — > .. ■■ * . v SB — ^ oder X =^ — ^ . v ^ — ^ -^— 

9 der Winkel zwischen den Geraden, so Ist 

. t g — Oj . ABl — A| B 

^^ ^l-httaj ^ilii^ + BB, 
y s 90«, wenn 1 -j- aaj « oder. AA^ -f- BB^ =» 

^taO, wenn a = Oj - oder -^«as-^ 

B B| 

12. Zwei parallele Gerade: 

Ax 4- By -f- C = . y = aifc + & 
Ax + By-f- Oj =0 ^**" y = ax + fti 

' 13. Zwei auf einander senkrechte Gerade : 

Ae-4-By'4*0 a« y s a« -f- 6 

Bx-Ay + C|=0 ^^®' y = -li-x-f-6j 

14. £itte Gerade paraUel zu einer gegebenen durch den Pankt 
(xj yj. Gegeben 

Ax-f-By 4-^=0 oder y ss ax 4- &> »o ist 
A (x — Xj) 4- B (y — yi) «= oder y — y, = a (x — x J 
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15. Eine Gerade senkrecht zu einer gegebenen Geraden durch 
den Punkt (xj, y^'), Gegeben 

Ax -{- By + C =s oder y = ai -|- &> dann ist 
B(x — ij) — A (y — y^) =s oder y — yj «= (« — Xj) 

16. Gleichung einer Geraden, welche mit yssax-{-h den Winkel 
(p bildet und durch den Punkt (xj, yj geht. 

y — yj « ji— (x — Xj) 

* 1 — • a tgcp ^ *-' 

17. Länge des von (xj, y^) auf die Gerade Ax -f- By -|- C ss 
oder y sBs ax 4- & gefällten Lothes : 

Ax, + By, + C ^^^^ p ^ Vi - ^^ijlj 

±yAM^J52 ±)/l+a* 

18. Loth Tom Anfangspiftikt auf die Geraden in No. 17. 

p =» , oder p 5*s ■■ ' -«- : p stets p«Aitiiir. 

±VA«+ß* ±)/i + «* 

19. Inhalt eines Dreiecks aus den Ooordinaten seiner Ecken; 

. ^ , Cji» yJ) (^2» y^)y (p^s^vi) ^ 

20. Inhalt eines nEcka bei derselben BeBedchnwig der Ooor- 
dinaten. 



Die Keg^sehidtte. 

1. 08 s d, die Ebenen AQB und SQP senkrecht auf ABO, 
Winkel i)Äß = y. 8N + ABy 8E+A0. NS^^, AP^a, 
BJ)^ 6, 8D^x, PD« QD « y, DE*:**. So ist , 

yStttt oft«(c4-ti)6 

_ xsino) xslnf2a — tp) \, . 

b sss i- , 11 aes i ^ ii , C ess 2 (2 SIU « 

cos o cosa 

A o . • «., . sin (»sin (2a — (/>3 

2. y*a=jpx4-gx*, wenn |)ss:2(2tgcc sin^, g= — ^^- 1 ^^ 

3. Die Gleichung 2 halfst die Scheitelgleichung der Kegelschnitte. 
p der Parameter. 

4. Der Schnitt ist eine Parabel für g ck 

- - Ellipse - g<0 

- - Hyperbel - 9 > 

- - - ein Kreis wenn q ss — 1 
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1. a und b die Goordinaten des Mittelpunktes, r der Radius, so 
ist für reehtwüriLllge Goordinaten die Gleichung des Kreises 

2. Die aUgemein^e GleicSuiig des ^reise^: 

Die Gleichung stelH nur dann einen Kreis dar, venu r reell ist, 
einen Punkt, wenn r = ist. 

3. Die Ponkie, in wel<^en' der Kreis die Axen schlteidet, werden 
hestimmt durch die Gleichungen: 

x^ -{- Ax -{- C =z nnd y^ -{' By -j- C ^ 

Xj + I2 = ^fip iN •*+- l/Jt-s^i 2 &,• x^ Xj = j/j yj = C 

4. Wenn A* = 4 C, oder B^ z= 4:0, dann berührt der Kreis die 
Ä? Aie , respective die y Axe und V ist' B oder .4,. Ist C =x , so 
liegt der Anfangspunkt^ h. der Peripherter ,. . . ■ 

5. Setzt man in (1) r för ftnd ft'= 0,^ so ist - ' 

j/2 = 2r.s;-n-«*i die Scheitelgleichung. 

6. Ist S die Sehne zuifi Pu^^kte P (x, y): .... 

ä2" = x2-'-j- y^ = 2-nr ' - - •• 

_ 8^ •'_ j« + y» •' ' 

' '*■ ■ ' ''"" 2a:"T 2x 

und wenn noch « der z\ir Sehne 2 y gehörige Getittiwinkel ist 



x 



^ j/r* — y> s= f j 1 4; cos — j 



Zj =2rfi0s2-j-=!ytg — . 

• ■■ ' ' ' 

A ■ . « ff .ff 

I, = 2r am* -j- «=» y ctg — 



f 
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7. £s sei ^' der Wiiikel zwiBchen jS und der ixAxe und /^ der 
Centriwlokel'aiL .iS:'. •■'':.■ 

X =s S cos(f, y = 8 sintf, jS^ =9 2 r sin ,-^ und weil 

8^ SS 2rx, so ist auch 8 ^ 2> cos^, mitbin 2 (/) = 180 — i// 

S. O der Anfangspunkt, M der Mittelpunkt des Kreises, OM = m 
und \^MOX^'cfj ferner Tder lettlBtrahl OP^ ^, so ist ia^cti '(1) 

(^ coscp — m coB.cif)* +• (^ siny — m sin«)* ,^» »"f oder ^^ , 
(f^ — ?m^.jCcpsy,CQ8a -i-,8iily sinficj.-ll.'m*;^- r«>= Ö ;, "' ' 

^^ 2 ^ ' * : *" •" ^^"t^ ■" **)' ^' ^* *" "*^ "" •■* 
Wenn der 'Leitstrahl. Taikge&te wird, ist ^| is ^^ und • ' ' 

in sin ((D — a) = r 

9. Die Gleichung ^i ^t = m* — r* giebt die nnter den Namen 
Sehnen-, Secaiiten- uttd ' Tangenten - Bat2 vorkommenden Lehrsätze. 

. 10.. Wena ia (1) a, und ^'r'.O alnd^ .aIso. der. Anfapgspnnkiij^ 
Mittelpunkt liegt, ist .,. i, . '.;.!' 



•II,' " 



\x%.^ y» Ä= r»,, yss* ± l/r« — Jc^ MittelpuhktsgleioknngJ« I 

11. Secante durch zwei Punkte Pj (»iVi), Pj 0^2 3/2)» der MitteF- 
punkt der Anfangspunkt. ' ..: 

12. Gleichung der Tangente durch PiC^Cilij): 

13. Gleichung der Normale: y^^x, tgi/; = i^ 

tg y tg 1/) «i — 1 

14. Tangente T = r tgi// ^ ^, Kojin4le '^' == r ... . ; 

Subtangente Stg = y^ tgi/r *= =-1-^, Subnormale Äfn «= ij 

* ' . '( 

15. Die Linie y ss ax -^ b ist eine Tangente, wenn 

16. Tangente, duxck den Punkt' (p, 9), ausserhalb) des Kref&ies. 

y — g s=s a (x — p) (Siehe No. 15) - 

Die Goordintfteu d^r'BöMhrung8pti<nkte x^'^d^i sind aus den 
Gleichungen: qy -^ p x sa r^ xind x* -f" V* = *■* ^u berechnen. 

17. Construction der Tangenten in No. 16. Die Berührungspunkte 
sind die Durchschnittspunkte der beiden Kreise: 

, x* .4- y^ --'■pa — qiy ^ und ** 4- y* eis f«* 
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18. Die 01«i«huig dasKceifes, walehtt äunfh diaPiiokte P| (xiSf,), 
PsC^sVs)) ^^3.(^3^») S^^^) ist durch die Determfnaste; 
X* 4-y* , X ,;^ , 1 

V + f'j'i *3» 2(3. 1 

J9^,Z»rei Krei«0: **. + «> 4r^a^ 4-,5|i . + C ^0 wjd 

^' + l^* -i-.^i a: +. JB, j^ + C, = 
sind concentriscli, wenn A sss Ay and ß =^ ^j 

Sind die kreise ezcentriscli, dann ist die Öe ntraie c geblieben durch 

c *= i V(4^^ A^y 4. (Ä -w Äj)* ; 

Ist As ilf und B^Bf oder B t» B^ ntad jl^ii,./ so itttr die 

Centrale der xAxe respective der j^Axe =f^ 

• ■ * 

20. Pie i)iflerienz 4«r Kreisglakhungen ij» N.o. 19 

(A - AO X 4- (B _ ßj y 4. C- C, = 
h^iSBt die CHelchnng der Ghordkle. Die Chordale bt düe gemeinschaft» 
liehe Sehne, wenn sich die Kreise schneiden. 

Die To* eilMn Punkte der Cherdal^ so den Kreis geMgeaeii Tan- 
ge^tßfx sind gleich lang. 

21. In dem Nachfolgenden bedeutet: 

r den Badins «2 den Durchmesser, p den Umfang, f den Flächenin- 
halt, a, o und h Sehne, den da^u gjehörigen Centriwinkel und Bogen ^ 
A und 'S Ausschnitt und S^^enl!.. ^ 

!!£f[-J!! «" - '^'^ arcl'-l- fc-3437 75 

22. p = 2f7r = d7r«= 2y^y7' 

23. /'s f^TT = -^d^. ±* -j^p2 

4 - 4« 

t.n . ^9 *• arc « r*tt br 

27. Ä« y |rj^ . » _ sin*| ««^ («fc« -. sin«> 
9$. Kx)9isri|[^g) (^ der i^dius des km^m Sjrelae^ 




r — Q^c, —^ = m 



'■ ; 



/die Fläche " . . . , 
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2Q. Aasschnitt «Ines Kveisringeg: 

Die folgende» Nvnfnvern «ntitalten NahenBig8(!omeln , ' iwcStihe, 
wenn r nicht g;ro88 ist und tp tAcht n«he m 90^ Hegt, ffir tiele CHQle 
ia der Pri^iU Mnreiobeind .genitae Besultaie geben. lA aei i^Hohe 
dea Kreissegmentor «t die Sehnte dee halben «nd p die ihaUie ßehne 
des döbelten Centriwinkels. . ; 

30. 6 = « + ^ = 2», + ^-^ - a + l-J 

31. a = 6_tz:P„8a^ 

32. j)= 4a — ?6*: 5o — Sa^i 

33..=:Ci^Jü=Lm^^)»|(.+|) 

o. Q 2r(a— p) «r(2a^- o) 2aÄ 

34. 5 g =. ^ «-^ 

35. Die letzte Pormet giebt für r = 10 ^nd a « -80®, Äf = 20,57 
irihrend der genaue Werth 20,00 beträgt. 

B. bie Parabel. 
,1) Sßheitelgleichlingi: y' ^ p;9 , 

2. Abstand des Brennpunkts Vom' Scheitel : *7~ 

3. .AbstÄnd der Diiec^ vom Scheüei: -^ 

4. Gleichung der Secante Anrch (ii, yi\ (xj, y,): 

y — Vi ^ ^ — i^ — ^i) 

. STj + yi 

5^ Oteiekmif'der 'T&ngente dimh (aT), $rj)i: ' 
2yyi « j) (x H- Xi); tgy s= ^ 

6.' Öfeiehting^ der- Nonnale durch (Xi/ yi): 

i> — VO + 2yi C» — »J « 

7. Leitstraiil vom Brennpunkt nach (x, y): (> sss x -f- -^ 

8. Tangente T « 2 ^Ji m^ Vpx + 41*", 

]^onnale iV = j/jp^ ss 1/p* + "X' 

p 

Subtangente Stg^ssz 2x, Subnormale i$n ss -^ 

9. Gleichung der Parabel in Bezug auf einen Durchmesser und 
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die Tangente seines Scheitels als Axen. Der Duvchmessar die l/- Axe, 
die Tangente die V-Axe, der Scheitel der Anfangspunkt: 

V* i= (y + 4«) u =i 4.^tf 

14), Die. Gleichung det Parabel wenn dl« Axan uja a vnd & -||<- ver- 
8cho)>eii sind? (y — 6)' 3» p (x -r a). ^^ . 

11. Olelohiing der' Parabel, ivenn dib* l/'-^Axe 6ine S^fane, deren 
Lähg^lia und deren- Abstand vom Scbeifel h beträgt:: Die F-Aie -f(- 
der Axe der Parabel, der Anfangspunkt ein Bndpunkt der Sehne. 

y^tlssa X r\^ V = h a^ sss ph 

12. Tangenten im Anfangspunkt O: tg(f = '— 

13. Tangente im Anfangspunkte, wenn die Punkte P^ (u^, V|) und 
Pj (tij, 1?,) gegeben sind: 






f t — v. 



tij uj : ■ «2 "" «i 

14. Wenn -^ = tg/Sj, -^ = tg^ und ^^ ^ ^^ == tgy, so hat 

t4i Vj ■ ^t — **! • 

man tg^ SS tg/9j -}- tgß -\- igy* Ist. h sehr klein,, so sind auch 
die Winkel /3j, ß und ;/ sehr klein, und man hat angenähert 

V^ß^ + ß-hy 

Diese Gleichung findet genau beim Kreisö statt. 

15. Sind (/>! und ^2 ^^^ Winkel, welche die Linien OPj und OP^ 
mit den Tangenten in P« und P. bilden, so ijst unter der/Yocaus- 
Setzung Ton No. 14 

<px^^ — ß\ =/? + r.?in^ y« ^^Tß = ßi +.y 

16. Die Polargleichung der Parabel, wenn dfet* Brennpunkt der Pol, 

die Axe die Polaraxe ist. 9 . , ,...,., 

^ ^ -- — ,^i 

4cosar|- 

17. Flächeninhalt eines Segmtfnis, des^eiiiSehne sQakeeehiÜ'Zux Axe 
steht: fs=^xyy yrenn x, y die Coordinaten des einen Endpunkts 
der Sehne. ^ > - . ' . - 

18. Ein beliebiges Segment., .(?„.. y), (»|, ^i).,die,Endpunktß der 
Sehne: 

6p « > y ^^j , . 

19. Inhalt eines Umdrehungs>Parabolo*ids 

20. ParaUel abgekürztes Paratibloid, %6nn m die Mittelfläche und 
X — Xj SS h die Höhe desselben: 

' - TT 



F =mÄ und m = (y« + Vj») -- 



m 

21, Yolaipen d^s Körpers, welcher entsteht,! wenn ,ein Segment, 
dessen Sehne senkrecht :;ur Axe st^ht, sich .um die T<angente am 
Scheitel dreht : v = ^x^Tty. 

C. Die Ellipse. 

1. Scheitelgleichung: y* =pa: — gx*, oder wenn — = 2a und 

t«'' ' h^ ' • ' • 2 5^ 
g a= -^ gesetzt wird : y^i=—-C2ax — aj^). Der Parameter p =* , 

2a die grosse und 25 die kleine Axe. ?.,... 

X v^ B 

. 2. Mittelpunktsgleichung : — ^ + --^ =s 1 oder.y*= -j(a* — i*) 

wenn x s= a cos y/, y = 6 sin ^, i// der exentrlsche Winkel. 

3. Mittelpunktsgleichung, wenn die.Axen um a und ß -^ ver- 

schoben sind : ^ — -r-^ 4- ^^ ,/-^ «1 



4. Excentricität : -c ;^ "J^a* — 6?, glfiich:dem Abstand der Brenn- 
punkte Tom Mittelpunkt. ^ . 

, . .5.! 1^ und ^] die Leitstrahlen des Punktes, .(xj y) in Befeug aiif 
die Brennpunkte : - »- 

e-hei =2a, ^ = a — — , (», =o + — 

6. Gleichung einer Secantel durch (x^, yj) und (zj,' ^2) 

7. Gleichung der Tangente dnrch (?!, yj): , . {,.1 



*«*^='~^' *«'/' = —' also.tg«/,tgi//«-- 
8.' GreiChung der Nortoäle: y — ^ y, '«± -^ (a? *— Xj) 



9. Tangente : T = ^^ Vc(^i » 3)^onnale bis zur a; Axe = — Yqq j , 

Nonnale bis zur y Axe = — YQQu Stg s= -^ '-^ , Sn « — p " 

10. M der Mittelpunkt, i^.- und F^ diß Brennpnnktei N der Durch- 
schnittspunk^ dei Normale mit der xAxe, so ist 

d. h. die Normale halbirt den Winkel' zwischen den Leitstrahlen. Die 
Tangente halbirt den Winkel zwischen einem Leitstrahl und der 
Verlängerung des andern. ..' ^ . t 
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11. Die Fnsspankte der fon F nnd F* auf die Tangenten gefÜHen 
Lethe liegen in der Peripherie des um M mit a beschriebenen Kreises. 

12. Durchmesser || einer Tangente und Durchmesser durch den Be- 
rührungspunkt sind conjugirte. 

tgytgV.« — — 

V; und (p die Winkel, welche die Durchmesser mit der positiven x Axe 
bilden. 

13. Gleichung der Ellipse in Bezug auf conjugirte Durchmesser 
A und B die halben Durchmesser. 

^ +1^« 1, A« -h B« =r a« + 5*, AB B\n(^ ^ i/;) = ah 
A» = -r — ^ — =— . B» = 



a* — e* cos* 1/; ' n* — «* cos" y 

14. Construction der Ellipse aus zwei der Grösse und Lage nach 
gegebenen conj ugirten Durchmessern 

a -f. fe « yA* H- B* H- 2 AB cos (9# — a) 
a — & =yA» +B* — 2 AB cos (90 — a) « =s y — y 
£• sind als» a^h und o -— ( die DiagöDaien eines PaEaUelogrammes, 
in welchem A und B die Seiten und 90 — a der von ihnen einge- 
schlossene Winkel ist. No. 11 dient zur Bestimmung der Richtung 
der Axen. 

15. Inhalt eines Segments Yom Scheitel der grpssen Axe, die 3ehne 
senkrecht zur Axe. 

/« — 2'y2ax— x«Ax«=-^/a* awcos^^— (a— x) y2a» — x«\ 

16. Inhalt des Segments, wenn die Sehne durch den Scheitel der 
grossen Axe geht. 

17. Verbindet man den Endptinkt der Sehne !n No. 16 mit dem 
Mittelpunkt der EUlpse, dann ist Mi InhaU des xu dieser 8«hne ge- 
hörigen Sectors: 

oft o — X 

2 a 

18. Flüche der ganzen EUipso; f^abn 

19. Rotationsellipsoid 

a\ Drehung um diis grsose Ale: ^ «sc f a6* tt 
ßf) „ „ „ kleine „ v^fa^hn 

20. Zone des Ellipsoids bei Drehung um die grosse Ax« 



^(3V.^ + W+X/^«) 



21. Abschnitt von der Höhe &: t? c» ~ . —5— (3n — h\ 



HX 

22. Inhalte von Abschnitten und Ausschnitten und Umdrehungs- 
korper in 3<Bzug auf die kleine Axe erhUt man, vreon man In den 
entsprechendein Formeln a mit b vertauscht. 

•2l. .P^lMegleiichiiing der EUlpse iüa einen Brennpunkt als Pol, die 
grosse Axe als Polaraxe 

JP. ■ 

2 

^'^ i 

1 H cosat 

a ^ 

> 

1. S«beitelglelehung : y* at^pt -jr 9*^' -^ ** 2a, 9 » ^, so 

26* b^ 

ist der Parameter p a« und «'=«--; 02 ax -f- x*\ 2a die grosse 

a o* ^ ^ 

Axe, 2& die kleine Axe. 

2. Die Mittelpunktsgleichung: 

Wenn a; s: a aeot^, so Isl y s« & tg-i^ 

3. Excentricit&t : e »=3 }/a* -f- i*, gleich dem Abstand der Brenn- 
punkte Tom Mittelpunkt. 

4. Q und (>| die Leitstrahlen des Punktes (x, y): 

ex ex 

^ « — — a, ^j « — -f. a, ^1 - ^ = 2a 

5. Gleichung einetf Secante durch (x^, yj), (x,, y^) 

6. Gleichung der Tangente durch den Punkt in No. 5. 

„-_« «^rx~xloder-^-^«l 

*«^^SS' tgV' = |i,tgSPtgi/,=^^ 

er' ff 

7. Gleichung der Normale: y — y^ a» — rj^ (x — Xj) 

X| 

8. Tangente : r^ VqQh Normale = — V^pi his zur x Axe und 

-j-YqQi bis zur yAxe. Subtangente sä -ä , Subnormale ss — -1 

9. M der Mittelpunkt, F und P die Brennpunkte und L der 
Durchschnittspunkt der Tangente mit der xAxe. 
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FL Q 
iklso r:=-r » -^ d. h, die Tangent« balbirt den Winkel zwischen den 
I*L g^ 

Leitstrahlen. Die Normale halMrt den Winkel zwischen einem Lelt- 

strahl und der Verlängerung des andern. 

10. Die Fusspnnkte der von Fund F auf die Tangenten gefällten 
Lothe, liegen in der Peripherie eines Kreises, welcher um M mit a 
beschrieben ist. 

11. Goi^ugirte Durchmesser, (p und i/; die Winkel mit der zAxe: 

tg V tg 1/; = -j Siehe m. 12 In C. (Seite 140). 

12. Gleichung der Hyperbel in Bezog auf eocgdglxto Darehmedser : 

A* — B* = a* — 6* AB sin (i/; — y) s=r a& 

X ti 

13. Gleichungen der Asymptoten: — i -7- = 

14. Coordinaten in Bezug auf die Asymptoten als Axen. 

a* + b* le\* 
4 \2) 

15. Flächeninhalt eines Segments, dessen Sehne senkrecht zur 
X Aze steht: 

Z' = xy - a* lo«n /-^ -f- -|-| 

16. Flächeninhalt des Sectors, welcher zu den [Endpunkten der 
Sehne in No. 15 gehört: 

T + f) 

17. Gleichseitige Hyperbel: a = 6 und.x* — y* == a* 

I. Für aasljX»— «2 = 1. Sector au« No. 16: /c=rlogn(x-f-y) 
e/ =s X + y, e "V = X — 1/ 

^==^—^ = «ofAy = — j-^— «@itt/' • 

19. Volumen der Umdrehungskörper, Drehung um die grosse Axe, 
Segment von der Hohe'x: ' - ' 

Die körperliche Zone von der Höhe h 



UV = 



18. 



¥(3..' + 3v,-i^..) 



I I 



; 



U3 



20: Df^hnBgnm die Uelne Axe. Zene von derBfibe^, wenn 
der Mittelpunkt in der einen Qrandflache liegt 



F = 



36 



2 



(»»+36») 



J 



S. iOlgefneiiie eieiehung der SegUiwliiiitto. 

1. Äx^ +2'ß«y ^ Cy« +2Dx + i£v + ^=== 

A = ^FC— AE> — 02)> — FB« + 2BEV « 



««AC-B« = |^;^ 



B, C, E 



;?== AF — Z)' 



i4, 2) 
B, F 



^ y 



CF—& 



f;f 



2. Die Gleichung (1) hat keine geometriache Bedentimg, ireno 

«>o,A^oA>o 

« = b, A « 0, A ^0,' /?'> 

♦ «=:0, A=ä, C>0, y>0 

3. Pia Glejichnng (1) bedeutet einen Punkt, wenn 

«>b; A = 

4. Die Gleichung (Jijhedei^tetetDei doppelte Gerade, wenn 

a s 0, A s= 0, A ^ 0, ^ == 0, 

«1=0, A =5 0, C.^ 0, y = 

5. Die GleichfOng (1) bedeutet zi^ei parallele Gerade, wenn 

o«0, A = 0, A>0, /J<0 

6. Die Gleichung (1) bedeutet zwei, sieh sehneidende Gerade, wenn 

a< O.ünd A =- . 

7. Die Gleichui\g (i) bedeutet eine Ellipse, wenn . 

S. Die Gleichung (1} beiteuteteine Parabel, wenn 

a =5: und A ^ 

9. Die Gleichung (1) bedeutet eine Hyperbel., wenn. 

. '^" a<0 und A^O 
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F. ZnrftoUUunuig det aUgejiMlae& Gltiahnng' (1) in. S. auf 

1. Setzt man füi x x^ '^ ucos k — o sin a 
und für tf yi + u ^u a -j- v cos a 
80 erhält man eine Oleichnng von der Form: 

in welcher, wenn a^ nnd A| dietel^e Bedem^tnng wie ex und A in 
i: (1) haben, 

A -^ C «B Aj + C^ ,.«.=» «1 undi A .s= A| 

2:- Soll die Oleichnng in (1) die Form 

A^ü^ -j- C, v' -f- 2Z), 11 5«K annehmen, also 
B, s= £j SS F^ sx Min, so ist 
A -f. C SB Aj + Ci, A^ C, =: « und Cj Dj» == — A 
ans welche A Gieiclmngen sieh ^i ,. Cj und I>i- bestimmen lassen, 

ausserdem Ist* noch tg 2-i« «■ 



•A^- 



Die Coor4iiiaten Im Banme« 




1. Die Abschnitte auf OX, OTn. OZ 

positiv, 

di'e Abschnitte auf OX^, OY^ n. 

OZ^ negativ 
X OFdef Leititrahl des t>tittkte8 P. 

2. rWe Pirallelprq5tectionen von OP 
SS r auf die Axen heissen die Coordi- 
natefn d'es Ftinktes P. 

d, 2«ieh«n det Gotiidfaiaten. 



n 



„ OX^T Z,-^ + — 
OX, Y,Z, 



Pi liegt in OX % z -|- 4. 4-, ^^ ü^t in -OZ F Z, + H 

„ OX^Y Z~ + -h, Pe „ -- 

„ OZ ri^.Ä^-.^^,. P^-..„. 

P, „ „ OZj Fj Z +, ^8 ^ „ 

4. Die Winkel ein^ Radiusvectors mit den posltfvetif Halbaxen, 
«, /J, y, werden von bi*^ 180® goeählt. für alle Lagen eines 
Punktes P, (x, y, s) ist bei rechtwinkligen Coordinaten 

. X SS r coa o, y, sa r <jos ^.,jf « r C09 y. 
X* + y* + «* s=s r*, cos* a + cos* (i + cos* y = 1 

5. Der Punkt P (x, y, »} der Punkt Pj (xj, y,, «j), PPj =» d, 
OP SS r, 0P\ «»r^, 80 ist 

X — X j aa d cos (d, Z), y -^ y. as d coß (d, F), « — «- ss d cos fd, Z) 
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i(r,r,)«— ^ — -^ = cosaco8aj+co8/5cos/5i-f-cosycoßy, 

' * - : - - .. »Tl 



••••i 



» (oes /J.j C08 y — öos^Seoe j^^ )*-It. (jfeoa /j cos ä — cos y cos a , )* 

- \-f-(^08«iC08/S— -b0SOC08/»J« 

Z' der Inhalt des 0röieoks OP^ P, f^, f^ und f^ die Projectionen 
dieses Dreiecks au£ die CoO)rdiiiAt6»*£beAen ; ' so ist - 

Wenn ^{i^t^') afe^o, cos« eos'i», -j-xos /9 €08;5, 4-co«y cosy, = 
Ferner ist r cos {t, -it^) =» ar^sa, -f- y coiB/% -f- « «««^i 

■ '> P W 9% 

6. Wenn P in der Richtung von P. P- lieet und — *-- = Jl. 

' . . PPj , 3 ' 

dann ist - • 

5 + JS> 94-1» ~ g + j» 

Wenn aber -*^-^ ^ », dann ist . 

I s= ij + «(»2 — JCi), y = yi 4- n(y2 — yj^ -« ^ «t 4-'n(«j— »0 

7. .Winkel eines L^tstrahls mit den Coordinatenebenen. . 

» •A4* a' atx.^O» 

dann ist /9 4- i^ ^ 90o und : 

. - y4->y/'^-90« 
«082^ a'.-f cöfi?^' + cos* y' = 2 

8. Wlriköl einer Ißbene^mif den <;oör<iinatöneben"en. Wenn Ss 
von O auf E gefäHie Loth mit den Axen die Winkel «> ß^ y bildet, 
so ist -'.»-• . - 

^E,XY:=.y, ^E,XZ=:ß^ ^E,YZ^a 

9. Projectlonen von iLinien und ebenen Figuren auf die Coordi- 
nataneb^neü. l elh^ begrenzte iinle, ii, Tj, \ ihre 'Psrdje6tioneh Äuf 
die Coordfnateifieberien, % ß-, y die Winkel 'ätt tiiiie'^ 'nift dlesett 
Bbenenj sb Ist ' • ... 

Ij r== njos «, *2 =* '^ ^<>s /9, B3 s= i cos y und 

, ... 2i*F=^»4:{2^.t?3* 

/'eine bö4t^llÄ6"'4be^e tigur, W;^;/ dfe NfeigiingswiKkel gegen 
die Coordtofttanobdnea^ /,:, f^^ f^ d& Pvojectionen ^ dieser Pigdren 
a«l.^63genattnten Ebenen, so ist .^ m . 

. J /^ = /'cos «, f^ i±= jTcds ^,7^3 =tü fdds y iind ■ -^ '- 

■ -'- ■ ■ /^*^A* 4-/2* 4-/3*' 

10 



a'>mit der Ebene OZTi 

ß n n }} OXZ 

/ n. n n OZY 



^ 
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Yerwandelung der Goordinaten. . 

1.' Parallel Verschiebung der Axen. Die neneB'Axen ü, V, Wund 
Xj, Vi; <i der Anfangspunkt der neuen Axen. in Bezug auf die alten, 
BÖ tat inan ' . . . : 

a; = ij -f- u, y = yi -H V, « « «j + tp 

2. Drehung der Axen um den Anfahgspunlrt. Die alten und die 
neuen Axen rechtwinklig. . ^ 

, .^ U ^bildet mit X y Z aie Winkel «j, ßi'y ^i -- 

-•. . . : V- - .. a: r z - - «j, /s„ y^ 

... , .w .- - xrz^.-.. -> .^«„-/j„ ^3 , 

Die Cosinus dieser Winkel- iiivd der Reihe nach <. . . > 

3/ *= 6^ ii -f« ^2 V -4". *3 *P ■• • t» «= flfä X 4" ^t y +• <^2 * 
^ z :w^ c-^ u + Ca ü -H c^w w = a^ X 4- 63 y + Ca 2 

• 'Es ist : • r* =' i^'^. ^a. jj_ j» ^ t** -|- 1?* + ip*, für u, v und w die 

obigen Werthe eingesetzt, giebt durch Vergleichung der Au#4räbcM 

«1* H- ^1^ 4- Ci* = 1 ai'«5 -h ^i 62 + <^i <?2 *=* ^ 

«2* -|-&2^+C2* ='1 «i a»H-6r^s -hc* Ca ==0'" 

Og* 4" 63^ -f-Cj* = 1 «2 03 + ^2 ^3 H" ^2 ^3 *^ ^ ^^^ ebenso 

«1* -|-«2* -+-«3' = 1 ai 6i -l-'Ca'^j H-ff3=«F3 « a 
^^ + &2* -h ^* « 1 fli «i -h «2 ^2 -h «3 Ca = 

'«l-*H-«2* -KC3*=«1 »1 C, -P62 Cj +63 C3 =0 

3. Ist OOi die Sohhittlini« der Ebfetten XFand ÜV; und' Winkel 
Ol OX = v^, Wiakel O^OU =^(p und;de^ Winkel zwisehen Z und W 

gleich jJ'^.so ist auch - • • . ^ '*, 

i s= (cos y cos T^^'-f'-siii (p'sin 1/; cos y) t* -j- (sin (f> cos 1^ — cos (p sin i// cos y) v 

. -: ■ ' >- sin i^ sin y * tp 

y s= (cos (f sin 1// — sin (p cos i// cos;^) u-h(8in 4f sin ?//rfT.cos </> cos. V^-pos y) v 

, '4-posii/ sinr«.,io 
Ä = sin y- sin ^ • u •^— cos (f sm y -v -\- cos y • ix> 

Polarcoordinaten.. 

^f 4er %diii8YectQT, y d^ Winkeil {teaselböa ^i^ 4er positiven ZAx^. 
vbji 0^ bis.lSOP gez^t./fT.dj^r Winkel, -de^ dißjgbene durch r uad 
ZAxe mit der Ebene ZOK bildet, von 0^ bis 360« gezählt, so ist- 
issrsinrcos^ y = r sin y sin cT «ssrcosy 

Pfirstellnng' der Flächen durch Gjieiehiuigeiii«^ ^ 

r .^iv.AllePuiiktet' dteen 6öor<fiiiat#fi einer. nnbestlmmtdA 'OleiofanDg 
zwischen x, y und z genügen, liegetv in- einer Flache; xüe CUeiolkiifi^ 
zwischen x, y,. z bojisst die ^leich^ng -fieser Flache.- Eine Fläche 
heisst algebraisch , wenn ihre. Gleichung algebraisch , und transcen- 
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dent, wenn diese traBscencleiit ist»; Eme alg«braifiehe FlÄctb<0 li^ißst 
vom h^^ Grada^ ryann die > Somme der Exponenten der Coordinaten 
Im höchsten Gliede ^Jst. 1. . . . . . . r 

2. Die .l^nnkte, decen Coordinaten z^wei unbestimmten Gleictinngen 
zwischen x, y und x genügetf,\h6gen in de^ Du^chschnittslinie der 
Flächen, welphd ''diesen txleichujDgen €[ntsprechen. 

3. Eliminirt Jnftn aus den (7lei<^ungen zweier FIU'cheQ eine Coor- 
dinate; so ist die Eliminations^^leichung die Gleichung der Pr.QJeQtion 
der Durchschnfttslinie beider iläöhen ' auf die Ebene der \ndern 
Coordinaten.- - .. ' -r ; ' — •• •' - '^ -*■ ' - '"•. -t • '- 

4. Setzt man in diä (Heiöh^g^eirier Fläche für eine Coordinate 
den Werth Null «lil v.. so ^rhält , man . ^iej; Qf fchschnittslinie dieser 

Fläche ihit dei^ Eliene def beiden andern Coordinaten. 

'^ • . . .. ... 

'Die Gleichung der Ebene. 

1. of 5= a, Ebene .-ft- .der yZEbepa ^ . . 

2. y = 6, - - " .YZ - ' • 

3. « = c, - . ' tt ' ' 

4.-- -4a^ -t- 5 j^ SP X>;'' e*Bitliung5 einer Ebene -|f- -def 5? Axd ^ 

5. Ai-i-C« = /), '-• - - - - r - 

6. By -h C« = 2), . -; . - , -• - X • 

7. Ax 4- By + C« s= 0, Gleichung einer Ebene durch den An- 
fangspunkt. 

8. ila; + By-|-C«4-2)=0, allgemeine Gleichung der Ebene. 

9. Wfpmx^j y^, «^ die Lage der"S(äiiiitt|>unkte einer Ebene mit 
den Äxen bestimmen, so ist 

*o *^ "^ T*' -''** ^ ^^ -**^ — ""-'-c" 

dann erhält man aus ]!?6. S • .^ j . 

X i V £ 

1 0. ^W4m^ P dAflt Loth. vom Anf lags^unAifli atf eine^Ebfloeibef eicbnet, 

ni^ a, /9, ;^ die Winkel .dieses Lothes mit den A&en sind, so ist . 

'*Aus No. 9 folgt noch . x 

- — »3: = .:: X COS « ;i^ y~cos /^-^ £ COS )^ =3 ]> --.,--' 

' *D DD D 

^= ' "--■.' (P stets positiv) 

11. Eoth vom Punkte (v*. j/., ».1 aUf die Ebene E. 

'^='''-^jJ^^^^yV^+<r*^^^D-';-^' ^^ • 

^ -;- ;\v\ --;. ,• L±yA* 4- JB* + G*: ' -- > •' — ' 



I — . 



10 
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i2. Eine '£b«iM dar^ de» Punkt ^j, y., «j) - • • . 

13. Die Ebene A(x — x J + ß (y — y^^-l- ^^fi — «OH ^iJe'i'«^ 
dutcfe die l*ülikte [x^ V» «ij, fxa !^ä »2)» (*3 5^3, ««}» ^^» 



A = 



t/i z^ 1 1 , ß = 



.«^ ^-1 



1 



«2 372 .1 
*3 3^3 I 



, <? 






,14. Zwei Ifibenäri ^ und -i?,, ff ihr Neigungswinkel. 
Ax + By-h C« + D« 0, Aix4l'ßiy + Cj«+.'J0|,«*^O / 

Die Ebenen JB und iSj sind + wenn —— = --- s=s —- 

Die Ebenen £ und E^ stehen .senkrecht auf einander, wenn 

15. Entfernung der paralleien Ebenen .J . 

A»r^«yHrilJB-fD:«0 und A^f: r^ B^ ^ Cz,^.D^ =a 



p«± 



D-^JD, 



. I 






ya2 -f^ -j- c« 

» • ' . . . ■ • ■— ^ 

Die gerade Linie. 

1, ■^„TT ^i .fa, LZlli to * "" ■ ^^ , (gt, ^t» tt) ein IMAkt in der 

cos« cos/J cos y * ..« 

Linie, a, ßj y ihre Winkel mit den Axen. 

2. wenn — j b^ *" C ' ^ ? . ' :' . — 

A J5 C 

VA« + B*+ C2 s: m gebetet: ^5oa-««—, -eos/J«— , co8y = — 

3v Mtoh»0liriiit da: Liili«. (!!)^t den Codidln«teiliel^6ti«te. ' 
jrrEbenex^Xt— ^-?, ;tZEbeae-i=?.a;^~,-^, l^^Z-E^iieneys^yi-.:^ 



y«=yi' 



ß«i 

c 






J' TL; 



*^ r-.il. 






2^2 — a?! ^ ^^ — y, «2 -T- «1 



5. Die faeiide=tn:Nd: 2 Tteht Whileehrl^füöF^BWÖire 

Ax -4- Bü-J- C«-|- JO^ p. ,^ . . ,, 

6. Die Gerade lin Ko. '? Ke^' W .^fe^^ "' 

A,Xi + Bjy, + Cj^Ji ^i5^j •*=<)?. ufad: AA^ -\- BBi + CCi «= 



■■ if; 
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\7. Dia Gteiade Na.^ ist -^ d€|i:' Ebene E^ , wenn 

AAi ^i'BB^ 4- CC^ « 

8. Zwei QenAe L nnd -iJ^^ tp der TüHnlteF zwischen beiden Ge- 
raden, ip wird bestimmt d«reh die beidcjp Leljtetnhlen 4^ L and L^ 

cos <p *=* rt 

9. Wenn ^ der Winkel der Geraden £ mit der Ebene E ist, 
so ist 



Sin tf> 



I 1 - I 



y(A* 4.-5» +. C») (A, « -f- Bj ^ 4- C, a> 
10. Loth von x^ y^ x^ auf L , wenn zur Abkürzung ^ 
Xa — x^ = X, y, — y, = r, «, — «j =a Z 

(BZ— CT)» 4-(c'jr — Az)a 4-(Ay — ßx)« 



f*-: 



.. .■ »■ 



11. Zwei Oeradei J[/ und X^i , ISbene dyrph, Z-, +,L . 

X X,, A A^\ ,. ; .. . ' 

12. Kürzeste Entfernung der Geriäen X und^ L. 

' " , ± ya» -I- 6^ 4- c» 

''"^3. Öebt X*j' diircli den ^i^fangspuQ^t', 

- ^0*-+^* 4-c»- ^ 
l4. Wenn L^ init der ^Axe zusammenfallt: 

Ci/j — B«, t/j cosr — «1 cos)? 

- \T Pi ^ — V "ii "ii = ^ '^-r ^ 

. . ' -]r #* 7^- P* - . 8^" « . 

i^ ^epxi^ Lf juitt d^.^Axe zueMom^ntHUt : 

A%. 



t[- .1, 



' '-• 



y 



- 'CxY ' »,' cos'^i-^ a?! ooey 

I »■■ ■ Tf^i I ' ' L ■ j ■ . ■ ) 

16. W^nn Z/i; yi^lt de^ iZ,Axe zpsAmmf nfaUt : 

|>^ *= — =. =? r^ — : : tt- 



• » »• 






trtay 



f : 



.p);> gera,^e tii^ie aTß purchsob^itt ,d^,' EI>^^A|en £, un^ £, . 

'^1. EUaifnict' inan aus den GieCebungeU' to«i £'i!ind*=£t einmal x, 
dM andeUMnal |/t« so erhUt nian die Gleichungen der Piojec^oneh der 
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Duichschnittslinie von £ iuid<£| anf difl JSthenen.YZuni. XZ in 
der Form » , ' ' 

a. • --- "A"' 



m 



; 1 



mithin 



\' 



cos « = — , cosfl = — , cosy = — 
mm m 

2. Setzt man in' die Glölcliüng Äi + By -f- C* + i> = für 
xNnll, so hut man die Gleichung der Sobnittlinie von E nnd der 
Ebene YZ et^. . 

- ' / ' , • - ■ 

' Axonomßtrisclie Proiectionan. 

Prejection eines rechtwinkligen Coordin'atensystemS atif eine 
Ebene E. Anf den Axen sind gleiche Langen fi abgeschnitten. . Die 
Axen bilden Mef Reihe nach mit ^ die Winkel«, /*, /, und' ihre 
Projectionen sind x, y und ».• ' ' 

1. X s a cos «, y SS ä cohßy z s= a cosj> 

3. Nennt maA (p und i/; di^ Winke}^ ^welche ejn^ Linie sei^Jtrecht 
zur YAie mit lAht X'A^q und init dp. 3Aite"T)ilda}i,\sp ist * 



008 



2x1/ 



2y« 



4. Beim Zeichnen wählt man das ^erl^ältniss voiji x : y : %. fjnd 
bestimmt darnach y, V> <»/ «»'^ und'^. '•' *' ^ ■ ? > • 

5. Tabelle für bestimmte 'Axen^ethaltojsAe. 



Die Axen 



5S== 



Die Axenyankel 



Veyjüngiwig tler Axen 



1 
1 

i 

t 

2 
4 



y 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 



f ! 1 



f 

5 



4 

8. 



y 



30 

13^38' 

5®44|' 
62^44' 
41«24i' 
44« ^' 
44»47' 
: 1*47' 

36950' 



tgy 



0,577' 

0,243 
0,403 
0,101 
1^,940 
0,882 
0,969 
0,99? 
0,031 
i0,749 
0f749 



'Z' 



tgi// 



30» 

.41«24i' 
13038' 
21o58i'' 
5«44i' 
I303O' 
41024i' 
440 6i' 
44047' 
440 6*' 
löffiO' 
360a0<' 



iO,577 
0,^2 
0,243 
0,403 
0,101 
0,240 
0,88? 
0,969 
0,99Z 
0,069 
0,293 
0,749 



0;816 
943 
727 
762 
711 
727 

i 943 
985 
996 
985 

t-663 

. 683: 



^0,816^ 
943 
970 
915 
995 
727 
471 
246 
125 
Sl^5 
8831 
666 



0,816 
471 
727 
762 
711 
970 
943 
985 
996 
246 

-883 
883 



IM 



BeiBti^bmung der perspeetivischen Projecti4>n eines 
Punktes dnrcli Rechnung u>nd G^nstrnetion. 

1 . Für den Augenpunkt A sei 

X SB d , y z=z und » ass Ä - 

die Ebene ZJ sei die Bildebene. .. 

2. Die Lage des Punktes P^ (x^ y^ z^^ soll aiüf der* Bildebene 
bestimmt werden, d. b. der Durchschnittspunkt der Linie AP^ mit 
der Ebene Z 7 ist zu suchen. . • - 

3. Die Gleichung der Linie APi ist 

X — • x^ _y-^y^ _?_«•*- «t 



Sj — h 



Setzt 'man ic = 0, dann sind y und s die Goordinaten der per- 
spectivischen Projection. Man erhält 

d ' d . h <r- 



--•!^i 



*» + T 



^ d-f-Xi"''*' <i + «i ^' ' d d + Xjj 

^^ '4. CbnBtruirt man 'für dasselbe rechtwinklige C^ordinatensy Stern 

die Hypeibeln ,, * . " " . 

d' ' ' 2d ' '3d 

ti «= -r— : , tt s= -r-: , U. = . , ■ . ' ■ etC. 



d -f- X d •+- X . ; ' • ' i d -|- X^ 

und zieht eine Reihe sehr naher Ordinaten, so hat man einen 
krummlinigen MfH^asati^b, welcher, .yde der gradlipige.Maassstab beim 
Zeichnen nach Axen zur Construction einer perspectiviBchen Zeich- 
nung gebraucht werden kann. , _ ., 

Die Flächen zweiten Grades. 

1. Allgemeine Gleichung. ' ' 
Ax^'^By^+C%^+2Dyz-^2Exz-^2Fxy-\-2Gx-^iHy'ii2Jz'{'K==0 

2. Die Fläche hat einen Mittelpunkt, welin die' Determinante 



A« 



ungleich Null ist. 



A, F, E 

% D, C 
3. Wenn x^, y^^ z^ die i)oof di&ai^ des Mittelpunkts sind, so ist 

4t. Wenn der Radiusyector r des- Punktes P (xj i/, t) a\if der Fläche 
Ax^+By"^ -[:. Ob« + 2Dyt -|- 2 jE^2 -i-^Fxy =i K feenkrecht steht, 

also eine Axe derselben ist, so hat man, wenn noch ->-^ mit < be» 

zeichnet wird, zur 'Bestimniung der Grösse 'Jihd- läge der Axen^ 

A — », F, B, 









-f-J? 



coscc 



u 




+ (€-y) 



"M s/ Mf 



:0 



10 



cos ß ^^ cosy , 

V ' w . , — 



Yu' 



-4- t?2 + tij! 



15^ 

'5. Fliehen zweite« Orades, welch« einen ifUtelpookt haben, 
a, b und c die halVen Axen. .i.. . 

X2 y2 «2 



^ + 1^+7^=:.^ dasEllipöbid 

X* ü* «* 

"^"^ Xä ä ~ ^ ^*^ Hyperboloid mit einem, Fache 

x^ y« «2 

-^-|-~ -5= — 1 das Hyperboloid mt zwei Facjbearn 

a-* &■' c* 

x* V* «* « 
1-=^ s=OderKeÄel 



6. Die Kugel, a, 6 und c die Coerdinaten. des Mittelpunkts, 
r der liadius 

(x — ay + (t/ — &)*+£« — c)* « r* und^.wienn 
aj» 4- yi -j- «2 ^ ^ ^ By-^ €z-\. J^ »0, so tat ^ 

««,— 4» ^*=^T' e 1^ - y , -r = iy4^+ B? 4, C« -t. 4 D 



7. Flächen zweiten Grades ohne Mittelpunkt. 

.2 



„ 4- — =a — r das elliptiache Paraboloid -i '• 



~~ V 



u. 



' • ■ ^ -^ y!' =s. — li« das hyp'erbolisöhe ParkVöWlÖ 

-— -|- f- =s 1 der elliptische Cylinder - - ■ ■ 

c* &* 

— — p = 1 der hyperbolische CyUn^er ,..,., i 
•>:u -^ - 7:-" 7 =r- ^ dyx.parabo^lfsche CyUn4er. . ^ . ^ 

Diirerenzialreclmnii^. 

./ -A* SialeituBg.. -< 

. \ 

" (ErklSrtingen' u^d Bezeichnungen'.} -^ 

., 1. Eine Zalü, welche alle. Zahlenwexthe. der stetigen,. Z^khlenreihe 
anfxehmen kann, heisst eine veränderliche v^alil^ während ein^ Zfthl, 
welche einen bestimmten' Zahlenwerth behalt eine constante Zahl 
genannt wifd-. > 

2., Die 3?^rändeilichj^n ZMßn bezeichnet 9)An gewqhnUch dnrch 
die letzten Buchstaben des lateinischen Alphabets, wogegen die .Cpn- 
stantefi durch die ersten Buchstaben .desselben bezeichnet werden. 

'" ~~3.> Eine Zahl, welche von i^iner oder meheeren Yeräaderlichein 
abhängt; hctsst eine Functiun'ttteser Veränderlichen. Sind u und v 
Functionen von x, &^o deutet man dieses durch: 

ti.s=s /*(x).Jodet ^(xi) und 

V s= F(|c") oder y(x) an. 



•^ - 
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W&n» H fidne Function, ^o» x xx^A if upd^t«. efpe- Fonctloii <ron 
c, 2/, s^ qe wCurdd mioi «Ue^ea €|aTch 

V s= F(x, y, s)'oder ^(^, y, s) andeuten können. 

Die TerShde^Itc^en ar, y, « . ... werdete atMÄ die Argnmente der 
Function genannt. Das Argument heisst dfe unabhängig* Yeränder- 
Uclie , «älkxead eine F^nctiqn eine abhlngig^Y^rüpderliche heisst. 

4. Functionen vgn dei.Form.u=^^(a;), V=^Cx, jj), ip=sy(x,y, «) 
heissen entwickelte (explicite) I^unctionen. ^ind die abhängig 
Veränderlichen mit ihten Argumenten auf irgend eine Weise ver- 
bunden y 80 dass die äexste^löng dier obigen F(nrm der' Function die 
Auflösung einet Gleichung erfordert, ^o iiennt man die Function 
eine unentwickelte (implicite). 

Entapricbt eininn bes^iminteii' Weitbe dia Av^oments einer Func- 
tion stdts nn^ 6iti Wertb derselte», -ao: heisst «He Shutttion einför- 
mig ; gehören abe^ zn eiaitti Wdrth« dei Asgvraente mehowre Werthe 
der Function, so wird dieselbe vielförmig genannt. 

5. Wenn u =s ^(x), so bezeichnen: , .' 

^(0), /'(l), ^(2), ^(3) , . - . 4er Reihe nach,di« I^Terthe von 

U für: X = 0, x'« 1, x='2, .,. . . 
Bezßlcfin^l f fi) irgend eine" ]?unctiph , ^TitÜ f(x •4- Ä) dieselbe 
ifunction ftirda» ATgum^t aJ-I^Ä. " ^''•' ' ' *' 

6. Irgend einen Zuwachs von x bezeichnet man durch Ax; Ax 
ist also die DiffetMite zweier aufeinander i6|gend»ni* Wnrtbe^Jder Yer- 
tederHckeft'.'-' '" *' ■ -" •' "*"'^ -"r ™ ■• :?-• ' 

- - Ist «fr'ac ffi>^ ;• ^80'' hei%«t : f{x 4- Aty*^- f^\£) -die fidffiarenz der 
Function ^(x), dieselbe wird durch Af(x}eder ^u bezeichnet. 
■-,\nj^\^ Differenz zweier •aufeinvndeifolgeiiden Zuf^a^se von- x« heisst 
ille zweite Dffl^e^HK vom x, man sefatelbt dafltr. A^a^. Die ent- 
sprechende Differenz von ^(x) ist A/'(i»^^H*- Aar) r-A /"(»), welche 
durch A*^(x) oder A*« bezeichnet ^^rd^ (Man^ verglelcjie Arith- 
roe^che Reji^^,) :/ . -.\, .,. i . 

'7. Duueinikchstea.Funfltlonen. 4}nd,: : • 

1. u =\a + a;' 2. V =5 a —V 3. ti == (ix ' 4. u i?= — 

^-ua«Wir^;' • • d: iiat«.«»\' • . 7. '11 «■ log«;. 8. uaaslnx, 
9. ü aMs eosx, l(k » äs^aro^sin-v,' 11. « sa aro oös x. . . 

arc shix~Vird' gelesen: der Bo^ön d'^sM ' 8ihti<8 ^elcb ir iBt. 

8. Jede Function, weUhe durch iigend )¥M|«he Yerbindung der 
«infMken :Fttn4tionen entfit^i; heitst-etne zosäaimeAgesetzte Func- 
tion. ' ' • . ' Ji •! ' 

9. Eintheilung dei Fnnction,en*. . . ' - 

1 . Functionen , welche aus den einfachen :fianctioneta 1 bis 5 in 
No. 7 zusan^mengesetzt sipd l^eisseii .ailgebraischa Functionen, 
alle andern Functionen heissen transcehdente. 
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2. Die algebiäisclien^ 'Functionen z^rfttlteil* in fationale n&d irra- 
tionale. Bei den rationalen Functionen Bind die Veriadeiiicben nwt 
mit ganzen Exponenten behaftet^ wählend bei den izrationalen die 
Exponenten det YeränderUdieD Branche sind. 

Eine rationaje Function f(x') =^ 4^ 4- 4-pc. -f;. Ag xf- . . . 

■^ A^x** heilst ein© ganze Function n^^ (Griadesl 

fCx\ ' ' ' ■ ' ' 

3. Eine Function V=e ^^ feeiMt eihe gebrochenfe FnnctiOti Ton arl 

Ist f{x) eine rationale Fnnctiöri ftt*li 
und (f{x) - - ■ ;^ •/i>^° Grades, ' 

so beisst u eine echt gebrochene F\inc^ion, wenn : 
.n<^p und pine unecht gebrochene, yenn:. 

n>p ist . ,;•" ".; ^ ' ." ,' . . 

Jede uneoht igebrodieBe Tationide Function von s lässt sich 
zerlegen in fwei Suibrnmand«!!, von denen detr eijoe) eine ganze 
Function von apwnddAt ander«/ eiiMi ec^t gebrocbene Function 
von X ist. • : - :' f ■■ • ' , • .. .-.. 

4. Eine Function f(Xy y, a, . . .) . heilst eine .homogene Function 
nten Grades, wenn ' ■ '--•"- 

" r{itt, yt, %i, '. == e'fix, y; «)'ist. ■ ' 

5. Ist f(aa=^/(*'-K x)^f{2k.,\-xy^]....f{n^ -tj^,, so wird 
f{x) eine periodische Function von z geiiani^t^, die^Ziahl % heiss^ 
das Intervall der Periode, .,' 

'10. iDie graphd84he)Dars(li^lnDg der F.unetiopen...[ a . • 
1. Ist 2/ s= fix), so kann man x als die Abscisse und 9 lUs.djije 
Ordinate diss Pai^ktes {t, ^f) der Qurvef betraclit^i^ d^ren 81ei- 
'ohung.sj^ t=< /(ar) ist.. .''•■ L ■■•••»i.. :-^\', v\; .:.! .; 1 , -,,n,-^ 

2.. Wenn': s-9s^(ir> 9)'>ist, so. Iaa»9n.si^hi4:;<.|f^ «.«jü^.^usamipen- 
gehörige^fanUelcoosdittiten.dw Fl»clke'be|paAhl»|i| d^enGle|r 
chung B'.'r=-/'(«,i:4/)riÄt; 1 • .' . • . .".T-':i«f ... . •- 

11. Stetrgkeit'Öer Fuiictioneri. ' ' •- '" '' /.'^ 

1. Eine Function u = f{x) heisst stetig für jedcÄ 'Werth voti x, 
wenn für jede unendlich kleiAe Zünalime) des Argunfeuts auch 
die Function eine unendlich kleine Veränderung erleidet. . 

2. Ist lim f(x^ -{-«) = lim f{x\ — /9), wotJei a und ß gegen 
Null convergiren^ so ist. f{x) ixit 4&at speziellen Wer^ x =3 x^ 

stetig. Sind die- beiden Grenzwerthe. «ngleich < , so .findet* bei der 
Function .eine Up,terb;c^cluin|L d^i; $t^ti^k^i,t statt, wenn^ ;bjbi x.|. ist. 

12. DifferefUziÄltluotient jund DitfereüiiaK , :, - 

1. Ist t^ 3s f(x') eine, sitetige Fuactio)»,yoa X:i sotQei»Qt iu4n den 

Grenzwerth des Differenzenquotienten: ? 

Ay ^f(x') ^ 

. r-^ =s \r •' für ein ohne Ende abnehin'eride6''Ax, also: 

lim j^ = lira .^ ^ , den Differenzialquotienten , odej auch 

u X ^ X " 
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die Ableitung Yon fix) nach x, (Man retgleiclie endUclie 
Reihen.) 

2. Um den Grenzübergang anzudeuten, I&88t~ mall' das Zeichen 
lim fort und schreibt dafür statt des Buchstaben A, ein d vor 
X und f(x)* - - - -■ • • 

Ax dx Dix dx 

Zur Abkürzung schreibt man auch: :.- ... 

^ « D,y = y' uni a^ ^ B^-f{x) *r W- 

3. Es ist =^s=: /»(i) + «, also A /(«)-« (/^(r) 4-a)A«, 

wobei a eine Zahl ist, welche mit Ax zugleich Null wird. 

4. Aus No. 3 ergiebt sich, wenn tue gesenNull colhverglrt r ' 

df{x)^r{x)dx. 
dx heisst das DÜfereazial-Ton- ar xok^' df{yB^ das Ditf^rehftial 
von f^x). - \ 

dC 

5. Ist C unabhängig von x, so:-lst -x— *** -und^O v« 0« - i 

ax 

13. Darstellung de8<.Differenzialquotienten. 

1. Wenn y ■= ^fxl die Ordinate einer Curve "Tel rechlwinlLÜgen 

Coordinaten^isjt, %o istf j^«^{x},diß{T*l>gepjtfi $Lei» .^in^üsls, 

welchen 'die Berührungslinie der Gurve im. Punkte, (x^ y). ,mit 
der positiven XAxe bildet. >. t ^:. --^ :._ > 

2. Ist f{x) der Inhalt einer Figur, welche be^^fT-iS^-^^n ßftier 
krummen Linie, den rechtwinkligen Ordinaten 4^v,Punkte 
(*o» Vo) "^^^ (^» y) ^^^ der t)iflfer6nz der Afescfssen fx — x^^ 
so ist rM= y. 

3. Stellt f(x) das .Yolumea «inea k!orfierabsohnittff '4von Ider 
Höhe X vor, so ist f(x) der Inhalt det Grundfläche dieses Ab- 
schnitts. --' = ♦'- '- 

4. Bezeichnet f(t') bei irgend einer Bewegung eines Punkts den 
in der Zeit t durchlaufenen Weg , so ist /^ (ty die Geschwin- 
digkeit dieses Punktes zur iSeit L . --_ ;^ i<. 

5. Ist f(t) die Geschwindigkeit eines Punktes zur Zelt t, so ist 
f (t) die Beschleunigung des Punktes zu dieser JZeit. 

B. Onmdfonneku 
1. dx** ass nx^'^'^x; n as ^ giebt^ cl}/x «= 



2"|/x" 

2. da^ =5 a^'lognadx, d^^^Fdx -^ , c 

3. dlognx s=s — , dlogx «= log« 

X . . X - ;• j • 

4. dsinx s= cosxdx 



m 






i 



11 » ■ 



,. • .. . ^j. ■• .. : •- - i,^;. ■., ••! - .- i . • ^ 



7. dcOtgX SS : — r— ass » C0Sec'x<2x 

8. dlogn sinop ss.cot^dx • ''' • ., ^ 

9. dlogncosxss — tgxdx-- i' j. - . i«. - * 

■ ■ ■ '• -- ' ■'d}t 

• • IIL dAtt ain.g «■•»^ Aaic <0S'g>cs: i . r.; ii;if . fiiv ' ^r' • •..( 



-.1 



Vi — X 



l 'J 



2 Uj 



' ♦ dl 

' ° 1 -{- x^ 

15. darc seca; ^ — 4a.Tc cosecx =5; >> / ■ . ". -».r , 

17.'d@mi = (Sofxda: ,,.,,,., .^,^, .. >v=-r> >'i i-y« 

dÄ ■'• ^' ' '■'"' *"■ ' ■ 

21. dlogn (Sinx s= (Sotgxdx ...t .-.i': 

23. dlogn?:gx==: Jr-^ - .^ .X . v .. ,' . *: . - . j • ' > 

24. dlogn1fcö~==^ 



J v: > \^ ' ' X 



2 6tnx 

25. d3(rc @mx = - — ^ — 

26. dSCrc gof X = ,-_r =»^- ^ ^ -^ ^»•" . • ^•■ 

l/x2 — l 

27. d3trc 2:gx == d^Jrc (£otgx = - — —. 

1 X2 X iwi 



j -v i -^-Ui -• I*' - .' n 



C. A^gemeine rprm^fai. 
1. Wenn u eine Fnhctiiql^ 'wn Jt ist. ^ 

dv^— ' d'x ^^^^^^ ' — 
. dx ■ dt . \ . iflA.. dx 

du / — ' .' du 



.'/ 



V ■-'■ 



Wenn u «= a + 6x'', -— as r 6x'*- * - i \ .; .> / 

also d (a + 6x7**=^nr^r-;i (tj'+ 6x7»- * ^«r 

'du 
Wenn u »ss a + 6x*, jpif5?;2.^« \ x. . .« - i.i 

d e« + *** «F «i f ^ li X d X 

' ^ 1 du 
■ d logp «**= *^ 3—* •■ tf X '1 i 1 - ■ 

dii 



•dßin. u'fc^ cosiv '-% — • dx 



r\ 



dx ■ '• • - i 

d^c sliii* «= — ^ — . ^— • dx 



JV 



2. 'W<««Ä « ük" /»^, '»-tf (^(^) ^rtW ^'^ V(»), ^ is« • 

du "-^'du^ .d2 ' dy 
dx vis dl/ ' dx 

3. Wenn u, v, tv FnbetiöneiD tor- ar^sutd : 



I5l 



d(i4tt + Bi?4- C)^'dÄ^-^^',dBv-^4C 



' '' Idü dvV 
i .tti \ rt;rf<«.-i-i i«ldv-- •* -4 



iidti.+ Bdv + 



1 ,. 



......... 

. . :• .'^ ■ 1 l . I — 'O iw=j/dtt.j^-dtrV* ''h -t ^y , « -• - 4- ----- -'J 

dFCUy^v. vai) .^dF, du.^ dK dv ^dF d.v>^ ^ 
dx du SÄ?,.:,?r8id^x dw dx 

"^ennuj^.x:, ,..;./■ ..^|. ,,; o;-.*^ Mfir ii-.. .1 '•.)"', ..i-V/" .: 

da* J^* ^. 5x ''^ d7^ ' dx^ "diö * d^ ' • ^> 
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4. Wenn «=F(x,,^] 

dF ^' dF' 
d% ^s — - • dx •4- -= — • dv 

dx ^ dy -^ ■ • 

dzdy' dydx dx*dy~^dydx* 

d^F a d^F d?F 

d*i^z=-^dxi 4-2 T^dxdxt^-^-^dv^ 

] dx* * T * dxdy ^^ dy* ^ 

5. Wenn F(x, y) = 0. - ..-. --.._, 

dF dF dy 
ax dy dx 

dx* '*'dxdy ' dx"*" dy* * \dxj "^ dy ' dx* 

6. Wenn x und y von t abhängen; r • ^ 

1? ^ 1? If ^ . , 
dx dt, ät 

dx« "^ \dt * dt*^Tt ' dt*} ' [dtj 

^""[Idt/ dt^ Tt* dt*' dt*"^ dt\dt*J 

dx dy d^xl /dx\* 

tt' "dt' It*] ' \dij 

7. WenoL y as iy, Yertvi^liuji^ dei^ imal^hänglf ca YanMit^len i 



d 

- 1 ' 1 r 



dx . «Ty 



-ä*'y^ 
d 



d*x (dx\ 



di* "^ • ■ - ' 






8. Wenn F(z,y, <,...) eint tiomogeiieiFiaiicfKinTomntenOrade ist: 
dF dF dF ' 

D. -^eziehiinffei^. swiBoKen-piAMr Fim«tioB-imd -üuwa 
■ ^ Ableitungen. ^ 

1. Wenn /"Ca;) reell nnd stetig in der Nahe von x'^s-x^, so 
wächst fCx") mit wacbsendBÄ x irennji)i^xf):>'€, nni es nimmt ab 
fix) .^ V •>""•" X .'" P /t4< ö 
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2. Wenn f[x) und y (x) reeU, /'(xo)«=y(xo) = 0, beide Functionen 
stetig von x = Xq bis x ä x^ -{-*, und Änsderdem' Z> i(K^) zwischen 
diesen Grenzen stets 5^0 oder stets «c^O, so ist 

iW_^^v^.-i-M:eB>() oderM-A>0 nnd 

-.' ■' ^ ••' '' ^- '. r-.'.' ■ ..[ " ■■ ] / W — 'B kl 

wenn A und B die grossten und Ideinsten Werthe sind, welche der 

Quotient '\i zwischen den Grenzen x« uilä «^ -}-'ä affhimmt. 
D(f{x) • . 

Hieraus folgt 

3- ^^^^=:24^/i^^undwftiin fix), 'sowie 

9 W — y(*o) ^"^ yC*) gesetzt 
wird ' - 

5- /'(«0+ ^) ^ /"(^ö) + ^ • -^/(^ + A* Ä) w»n« |M posiliv uiid.< 1 

6. Wenn fiix ^(a?); Ood^jy^fx) iiach und nach ihre Ableitungen ge- 
setzt werden tind für diese die ' Bedingungen in No. 2 stattfinden, 
80 ist 

tfixo + h) Difix^+fjL.K) D^(f{x^+fi^K) '" D^(f{x^+fA^K) 
wenn /LI i,ft 2, p^ . . . • ^^ posiliv* und •<[ ^4 . • ^' x 

E. Die Taylor'Bche und ttaelanrin^Bche .&eihe. 

1. Wentt f{xy 'I>f(xy D^ffit) :\ J-endlieh uuÄ stetig yon x bis 
X -{- h und fi positiv <<[ 1 , so hat man 

ax -h A) « /'(x) -f- Dfix) : -^ ^ i)i/*(it) f g..:. .- .. 

"^ ^ n! ^ '^ ^ vi < (in *+- 1> - 

Ist A positiv un^ <^ 1 und p ^ , so ist das Restglied auch 

guieh'-i'- ^■'''' ■ . .".V'X ■ -- ■ ■■' -^^ '■.'•; V . ^ *'' •' 

(\ ; j'v n— p i«+ 1 

2. fix) = f(a) 4- »j'c^jH Öz=^'4L'.Dfi ^(i.'j jfcr:^ . . . - . 

- .II--:' '. l.';j"\"'iO . ''il llMi'c :■ 'l/. ■•■ '»f >i' >t'7' ■ ."-iv".!". *J- .1 
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3. r(x)«=7'(0).^J>/'(ö)".y"4-l>VCö)|^-- 






4» WenQ . /"(x, y) und die parziellen Ableitungen dieser Function 
Yon x^bis X -f* ^>*und von y bis i/ + ^ endlich und stetig sind, 
so ist: 



df df 

dx dy 



•+ 



3! \dx' dx^ dy J dxdy^ dy^ ) 

etc. . . . und unter den obigen Sedtngu^en : . . _ . • ' 



<Jt 



d« . .dl/ : diP 



•P. Urerthe jölekVT'Atfitoeke, welcfc» cUe l^^rm 






j 



OD 
00» 



• 00, Do^ a^,. 1.*^, 0**, ,00® auE^ehmen. 



1. Wenn jfCigO =^ Q.^^^ ^C<^ ff ?\.f? ist ^ . 

": ^ = TT3r-)-( und.fo weiter , ^ .. - 

2. Wenn /vfa) sp op aad y(a) '=* oo ist, so verfahrt man eben 

so wie 4a No. 1. ' ' . * 

3. Da /"(x) yfx) s= /"(x): — -^ = V W"^ ^ft so lasseh sich die 
Ausdrücke von der t*ornL (Löo nac&'No; ;l_imul; ^2: oroi^teln. 

4. Wenn /'(x) — fp(x) die Form oo — oo annimmt, so versuche 
man /"(xJ-^-^j^ in^in,P^odttfc^xtlWerwaI\4elgi. 

5. Da (Z*^) )*(*) = eV(«)lo?ii*/(«) igt, so reducirt sich die Be- 
stim[muii|' von i *y, 0_^ und Qp® ^*?f ^^ vow Ö^-. ,. ^ 

6. wenn 4ie vorstehenden Methoden nicht zum' Ziele führen, so 
setze man, wenn der AusdlPtf(^^ffir x =^ ö "^bbestimmt wird, statt x, 



1«1 

<i -f- ^ ui^d versuche , ob man durch Heben mit einer Potenz TOn h 
«den Factor beseitigen kann, durch welchen der, Ausdruck die unbe> 
«timmte Form erhält. - ■* ' 

O. TUwrim» luid Minima der Fnnctioiiaii. 

1 . Eine Function mit einer Veränderlichen. Die Gleichung Df(x) = 
4>estimmt die Werthe Ton x, für welche ein Maximum oder Bfinimum 
■von f(x') stattfinden kann. ~ ~ 

Es findet för x ss x^ ein, Max. statt, wenn I>^/(Vt)<C^ 
. «. ,>- « » Min. „ „ D«/'(;xi)>0 

.: Ist l)*^(ap,^a»0, daim muss, wenn ein Mak. oder Min. stattfin- 
den soll, D^f(x^) = und D* f(xx^'>0 sein, u. s. w. 

2«- Der Functionswesth : f(xi, y^") ist ein Max. oder Min., wenn 

;7^ = 0, — -=0, --i.—4 — 1 ■ ^ > und zwar 
dx * dy ' dx^ ~dy? \dxdy] ^„ 

d^ /• d« / 

ein Max., wenn -r— = uiid -r—i beide <rO und 
' 4x^ dy^ ^ 

„ Min. , „ „ „" ,, „ > sind. 

3 . Sollen die Werthe Ton j« und yi ^e£unde|i werden , für welche /(x, t/) 
«in Maximum oder Minimum wird, wenn zwischen x und y die Glei- 
•chung (p(Xj y) = besteht, so ^füie manu a=s /'(x, y) -|- ^(fi^i y) 

cnd setze 3— = und -— s= 0. Diese Gleichungen und (f(x,y) = 

4;oben die W[eith^-voD x\und y liirwMthe /"(x, y) ein Maximum oder 
Minimum wird. (Relatives Maximum oder Minimum.) 

Je nachdem: 
d2 

d. 
iflndet ein Maximum oder Miniinum statt. 



^/^V«2^Üi^^' + ^(^r<0oder>öist, 
x« \dyj dxdy dx dy ^.dy* [dxj ^ "^«^^ ^ " ^*''^. 



H. Zerlegung rationaler Brache in Parnalbrache. 

1. Wenn F(x) = (x — n^) (x — Cj) (x — 03) ... (x — a,j) y (x) 



ist, so ist 



^T^ « i 2 ? h . . . ^^ + -H» wobei 

A^ » /'(x) : Jlf^ für X = a^ also : i4^ = J^'^/\ ist . 

2. Wenn F(x) = (x — a)**(/ (x), so ist 

r(x)_ A^ A, ^n-i , K^) 

F(x) (a; — ay»"^(x-a)«-» "^'" x — a "^- y- (x) ' 

11 
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Bildet man: 

3. FarF(x)«x«— "list: a"«'cos. ^^*' " ^ )i^-|-i ain ^f^"}')^ 

'• fi . • n 



rc 



a:« 






4. FürF(x) = x«-f 1 ist: a^ t= cos ^?^— ;^ii^ 4^ i sin Ö^^^ 
= €2'*- » und 



. 4 / 



n 



yi^ = — '-!«*''- v(^''~0 ^^ 



n 



fix-) _. 1 len^-) ^a/03) . g«*>"V(i»"-i) \ 
x'* -f- 1 . ^ . n \x — « * — «^ « — «**•" * I' 

Integmüreclmiiiigr. 

* . • ■ 

▲. Grasdfonnelji. . 

Die willkürliche Constante ist überall fortgelassen worden. 

x«d« «a — -~, , n »Ä.^ 4 giebt / -"pr. — 2 Vx 
.n-f-1. . .^•. ,. V v7. 

/dx 
— = logn X 
X .... ^ ^- . _ 



3. fc^dx^r-^—, fe/'dx^ 

/ 
/ 

6 p 



= e^ 



4. / CQ3.X d X «B. sin X ... 

5. / sinxdx = — cosx 

dx 
cos'^x 

/dx 
-:-— - = — cotgX 
sin* X 

^ /*sinxdx 

8. I = — ä: seox . 

J cos' X 



•cosecx. 
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_ pco^xdx 

10. / cotgxdx Ks'lo^nfiinan 

11« I t$xdx ^-^logn&ysx 

12. / ^-s- «ilogntgi 
J sm 2 X * 



13. /pnrr = logn tg 



sinx ^ '' 2 



A " 



/dx 
— ==• = arc sin x oder — ar« cos x 
)/l — -xl .: : • \ . : 

4a P dx 

lo. I i — ■ — - s= arc tgx oder — arc cotgx. 
J 1 + «^^ •.•.-.-._ 

17. / — — =s arc secx oder — arc cosecx 
J x l/x« — 1 

r, f dx 

18. I ^ s= — arc sin (1 — x) oder arc cos (1 — x) 
J y2x — X« • y J . .K. j 

19. / (Sofxdx s= @inx 

J ' \ - . \ 

20. r@inxdx == (£ofx 

23. / (Sotgxdx s= logn @mx 
S^gxdx BS logn (Scfx 



11* 
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27. f--M= = «rc @mx »= loga (r 4- Vr» +^1) \ 
«/ ya;* 4- 1 

28. f-^i^= « «rc (£of r = logn. (« if- >%?> — 1) ^ 

,/ yx* — 1 

J y2x-f-x* 



30. Tj-^ == arc 2:9 X « i logn ii 



cos X dar. Man: setze 



B. Allgemeine Oeietie. 

2. j udv = UV — j vdu. Theil weise Integiatien. : ' 

3. ff{x)dx:= C(^(%)dt, wenn y(«)=V(V'C«))^'^''*^ 

z. B. 1! Tx 

■ u = X, also du ^="3*, cös xdx ="dVf mitlilnf . 

sinx s= V und 

I X cos xdx SS X sin X — j sinxdx = x sinx + cosxv 

/* xdx Ol« 

J Vx2 4- a« 

/> xdx ^p^^ rd, = ,«y,^rq:7^: •• 

JYx^ + a^ J ^ J 



" = «* und xdx as «ds 



/€^ d X ' " - — ''"" ^ 

-^^— j— j-, e* sss a, «*dx = d« und - ^ V 



e^dx /* dz 



/dx * 

—-r— , (£ofx = secy gesetzt, giebt: dx = Sofxd.y' Mithin 

/dx _, ' ^ 

-r-p— = (/) : oder auch : arc sin %a x. 
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yi — I* dx = / ixdpSj wenn j/l — x^ sstx, also 






I* = 



1 + t^ 
DjucIi theüweise Integration : ~ - , - 



/l/l-x»dx = it*«^-.i/^ 



\ 



0^1_-^« -f i ärc CQtg i. f 1 -. X* 



X yi :— X 



^ 4* i ^c ^n X. \ 



e./v;^X.x./.x«x,We„„yir^-i.= «.,\aIso 



x« = ^» 



1 — «* 
Düich theilweUe Integration 

//-= tx* P dt te* . 1*4-1 

]/x.-l dx— ^-i /*j~=-^-ilogn + oder 

■1^ • J ♦ . . X — 






U «v 



»-J — L — -^■•,, -f ■■ T, -: .M i. 

(a + .6) ««» -j'^^ia- 6) sin» ^ 



f - 2Atg 
J a4-6-f-(a- 



X 

2 



-/ 



2<{( 



nnd tg -ä- *=* gesetzt. 



Ist a — 6^0, so erhält man einen Arcus und ist a — 6 <C 0, 
so erbiUjt man : einen- Logaritbmas» • Man sehe No. 4 und 5^ des 
flBligendeRr Abtcbnitts. 
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C. Formeln doreh, Ygrallgdmeinenmg der Orundformeln erluklten. 

/dx 2 / if* dx 1 

6. I -T===±«= -^r=r «fC SinxK — 

7. f—J^== = -fU logn (x .yT'tf Va + ftx») 

8 ' / _l!_^ ^ -j= logn (x |/T-f V~a+ 6x«) 

^ r dx i ' tn — 26 x\ 
9. 1 — — sas — = arc cos 1 1 

Jy/ax — ht^^ yT\ \ a / 

10. / ^ . . ^^ — = -^ lögn [a -f 2 6x + 2 >/6x(a-f-6^] 

11. S- 1^ - ' 1 4^ logn f T^^T^-V ^ 
J xya4- 6aj«. y a \ , x . / 

^^- fa-^ßx^-ht^^/rrt^^ y^ 



14. r , ^^ = / ' "^^ j Wie in No. 13 

18. /*>v---^~-^ « ^y„4.^a;4.6a;« -h £ /" ^ .^J^ -^ 
J l^a-f/;^« 4-6x2 6 ^^J y«4.^4.^x« 



»p-*d« 
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19. Ist u SS a '\' ß X -^^ b, X* nnd 

V = i4<, 4- A, I ^- A^t^'^'A^^^x**''^ -|- A^jX**, 80 wie 

tu =a JBo 4- ß| * 4- ^2 i^ • • • ^n- 1 a^**"" S 80 ist 

/vdx. ,/ — . ^ P dx 

vriT' J Vu 

B^f B|f JBj • • • • und C ergeben sich nach der Methode der un- 
bestimmten Coefflcienten aus: 

V SS u D^w 4~ i V ^^z^ "+■ ^' 

D* BodttctionsformelB. - 

_ /»d« i • g • 2n — 3 r dz 

p^dz 1 - \ «P-* 0— Ijg r aP"' 

J w« "" i(2n — p— l>»-»"^2n-|>— 1 J u~ 

/*<<» ■ \ - 1 ' (2n-f p.-3)6 / * d% 

J tP%^'^ (>— l)a«P-»t4«^* (P— l)a JiBP-au« 

* 
Spezielle Falle^ wenn nsa^, -1 etc. gesetzt wird. 

^ r dt '^ -4 8 

J uj/tT \. «T/u 

t "v 

EadaotioiMfprmolB fftr u sis a -^ ^x*^ 

x^ t'u^-^' np + n + g-M A,^+.^, 

anO + 1)^ anO+1) J 
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Reduction^f otMnel für / %inxP cosx^ dx 

sinx^cosa;* dx = — ^ i---. 1 sinx^ ^ *co8x« *dar 

8inxP-*ico8x«+* , i>-^l /». ^_.. ^^ . - , 
= r-i \-^--r-T JsUixP -^o^x^'T ^dx- 

8inx'-*co8x«+» , p— 1 r, ' „_- ' - . 

P + 9 P-i-qJ" --- 



sinx'"*"* cosx«""» ,. 9 — 1 /*. « 
- — ~ -1-^— : — IsinxP c 



if-i— — /8inx^oö8x«-**dx 



8inx'+» C08x«+i P-i-g-l-2 



. 7^ /sinx^ + ^cosx^dx 
P + 1 : ' P 4- 1 / 

sinxP+ico8x^+« ^P±m.f^nxPco^.:^^d. 



9 + 1 
Specielle Fjklli^des V.9r flehen de n^ i,. \. 

2. Ao8xPdx=. ^^^^\" • * ^^^^yco8xPH.d\. ' 

3. Agx/'dx =i-:-i^trx*'*^'^ iftgxj^^^^^^ 

/\ 1 . ^ >. •. 

cotgsfPdx^ — . _... .CQtgxP~* -^ j.cot^xP''^dr 

f dx cosx ^. . 'P^-2 /* dx 

^J^n^ . "* fp - 1) shrxi'- * -^ p -- t J.fünxP"^ 

/,(}x^ «Jim; ■ t ^ "^ ^ ~ T , , ^ ^ 



\ 



^ 
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Reductionsfornieln für 1 saP oosxdx etc. 



In für / «^ c< 

1. j xP co9xdx 9SS xP B\nx — p.l x^" * sin^dai . 

2. Ii^sinxdx = — x^ cos x + p 1 »'*'**' cot ar d x 

3. / u arc ein X d« «BS V arc sin x — / — ' wenn 1 udx s= v 

J Jyi'-x^ J 

A. I u arc cosx dx :^ v arc cos x + / — 4=f- 

r k 

5. I uarc tgxax ssvarctgx — I •; — ; — r 

^ /* , n vdx 

6. I uarccotgxax »= vai^eotgx -^ I . • , 

ulogns(2x ÄsvtQgns — I 

i a \ , ax a'x* — «"x^ / 



f — 



Reductionsfoifmeln für / ®tnx^ dx etc. 

/«, „ _. «Slnx^""* (Eo8x ü— 1 y»^. tt^-. , 
P P J 



• ' (5o«x^ -^ dx 



Scex^dx« 1 — -—.1 '- 



4. f(&eiQxPdxL 5?mf__ i-^^^otgxi'-a'ii^ ' 

/dx gogx p — 2 /» dx 

@iux^ "^ "" (p—J) @m»P7 * ^P^ @inx^-« 

/dx __ "Sinx p — 2/» dx 

""eöSt^ (p— 1> €.o«xP - i "^ p^J <59«ia^ - * , 



170 

Bestimmte Integrale. 
A. ])«fl]iitioaL und allgemeine Oesetie. 
o 

J + (<» - a:„« rK. ,)] ^ar n « 00. 

Zur £rläQtenin|: 
Setzt man : i, s= jp© p , ij s« x^ p* • • •, x^ ■« a =« a;^ ^'*, bo ist : 



] 



n n 



p"«= — , also Q =» 1/ -f , 80 wie lim \/ — = 1 für n ^ 00. 

«) I xPdx^ lim [(x,— Xo) «;? + (aJ2--»i) *? ' • -(a— a;„_ ,)xg_ ,] 
xo =:lim((»— l)x{+^^[i^-eP+*4-(^»0+0..y«-»Ä(P+l)] 

« lim (g-t) «/■*■! ^^4. ._/ 
— lim (aP + 1 -^ x|^+ ») : i---— -i 

P^4 



a 



iJl r^ «lim h-»o^^«-^»...a-^n-i\ 



= lim (p — l)^n «BS logn — . 



" ii • ■' : • ' ' 



«0 

• - ' ^ ' '.■••■ • d—— Xa 

2. Setzt man: Vi — ^o "■ «a-^x, ••• — a^--»n - t *« *• ^^ ' — ^ 



SO ist f ür n 8=s 00 

? .... * ■ '^ : . t ^ ' i 

V(x) d x'^=Jlim [ r(Xo) -f/^Ca^o H- Ä) + /'(Xo+2 A) . . . /'(d-Ä)] Ä. 



/' 



Znr Erläuterung diesen die Formeln 12, 13 und 14 auf 3eite 86. 

3. Wennx = ;i(«3,al»ocrx«^^d«; f{x)dx^.f[Hj^]^-^*d% 
femer x© ^ ^'(«o)» ^ =*^^(«)j <^*J^i* ''* 

Aus 3) nAd-auB der Definition ergeben #ich noch 
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A - a o 

4. fbf(x)dx = 6 ff(^x) dx, f[f(x)dx ± y(x)dx] 



Xq Xo Xq 



IfQc) dx '±^i<f{x)dx 

Xq Xq 



a Xq 

5. ff(x) dx =5 — CfOe) d; 



Xo « 



6. /V(x) dx « ff(x---h)dx 

Xq XQ-i-h 

a ha 



Xq hXQ 

a h 



8. ff(x)dx z=Cf{x)dx -^-ffix) d. 



Xq Xq b 

9. Wenn ^(x) zwischen x^ und a sein Zeichen nicht ändert, und 
fi positiv und <[ 1 ist, dann hat man 

a a 

j f{x')<f{x)dx = y [xo H- |I4 (a — Xq)]! f(x)dx 

XQ «n» " ' \ 

b 

10. Wenn lf{x)dx = y (6), dann ist ^^fii =: /^(6) und wenn das 



Integral als Function der üiitern Grenze.'betrachtet wird, 

da 



i^^^,f(ä) 



11. Wenn in //"(x, t)dx ss ^ beide Grenzen von t abhängen, dann ist 



a ■ 

6 



4f-/%2.. + «M)^-rtM)^ 



a 
12. Wenn ^(x) zwischen den Grefzen a und & stetig und 

f{x)dx =a v(x) -f- C ist, dann ist 



P 



» 



- f f (k) dt ^ <f(y) - ipiä) 
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Findet bei x «8 e eine Unterbrechung der Stetigkeit $tatt und 

ist 6 > c^ a , so iat •: , \ l 

b ' ' * 

/ /"W d'^ « y(ft) - Via) + ii°^ [y(c-j»0 - ^(c+gf)] 

a 
wenn ^ gegen Null conTergirt, p und g sind unbestimmte positive 
Zahlen. 

B. Specielle beitimmte biiegrale. 

2" 1 






1. / ßinx^dx = Aosa:« dx « 1 -3.5 ♦ « -(i^^ 1) ^ 
J J 2.4.6.- n 2 



wenn n eine gerade Zahl ^ 

2 "2 

2-4. 6. ..(n— 1) 



2./si„,«.x=/eosx«<i: 



3 • 5 • 7 » »• • I*. \ 

'.. * 

wenn n eine ungerade Zahl 2> 1 

3. /<-«*sin6xdx=: 2-_ •a>0 





CO 



4. / c""** cQsftx dx = a "> 

J a2 -h 6« "^ 



/ sinax dx ' 71 

^'J r. =±"9-? j.^ . nachdem a > 0. oder a<0.^ 



00 -00 ' ■«'»• 

/sinftxdx ^ ^cosfrxtfx n _r .^ ^ 

-«. . •'. . .9 . , .- .«; \ . , ■ -» ri 

/»xsin6xdx _ ^ ^-aft / * sinftxdx _ ^ n _ ^-a6^ 
7 a«-hx2 ^2 'J x(a« + x«)~* 2a«^* * ^ 

00 .' ^ ^nd 6 > 



8. A-««^^co86xdx«'-J'r/^\5^4 



1: . ö« 

a 

i 





CD 



Txe-«''^ 3in&xd.^' = -^l/^ «-47 a > 

b 
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C. .JIi^.SAlttx«duii:Integnd«'iiBd di« OanupafBUtioiiexi; 

1 ^_ 00 





00 

na) 



2. A""*** X«- * dx == ii^ . fc > 





00 ' oo 



3. r«-*x«d;¥ = a/*e-*i"-*dx oder r(a+l) = a^(a) 

, ü ' - ' 

f(^<i-|-l) s= a! wenn a eine ganze Zahl. 



» 0. 



n« -h 6) 



a und 6 >• 



'5^ JTfö) r(\ — tz) =3 "-r-i-^^ — -^ ö ein echter Bruch * 
- ^ -' ^ _ sin a TT 

6. r(i + a)r(i^a} = — ^1-^ a<i 

^^ _ ^'^ ■' cos OTT . 

00 r 



7.' fe*^^ dx = V^ 



.rr« 



=s(2 7r) ^ ^ ^'^^ r(jia) , g eine ganze Zähl >► 

»! x"^*^i e* *= |/27r , wenn X aer-oy 
10, lognm! = logn yTTt -^ l*** ~^^ "ö") ^^^^ — "^ H" To — 

angenähert*, wetih fi eih'^BChter Bruch. 



1T4 



IK HAkenmgiwciM BcraehitiDig battiaarter.istogimle. 



/' 



a 
\. 2F=:^2xf 






G^nan wenn f^x) ss a -\- Ci x 

2. 2F=a:[rCa4-/'a04-r(«+iUiX)] _ 

^ ^— k3 ^ 0,211325 i/i « ^ "^y ^ = 0,788675 
. • . o 

8P-= X /(a) + f(a + «) + sl^rja + ±| + / ja + ^jl j 
F genau, wenn f (x) ^ a '\- a^x -}- a^x* + ^3 ^^ 

3. 90P« a: J7[/(o)+/T[a+«)] + 32r^|« + -|-) + /'(a + ^jl 

F genau, wenn /"(i) ■■ a + a, x + a, «* + oj «• + o. se* 

4. 18P- X h[f(_<i + (ix) + fia + ju, »)] + 8/ (a + ^j j 

^ » 5 -1/15 _ 0,112702 ^. -= A±J^ = 0,887298 
12P-= X (£(o) + fia + x) + 5 [/'(a + jt«5) + /'(a + ^,»)B 

432 P - X |27[/'(a) + /-(a + x)] + 125 \f L ,+ ^+f {a + ^ 

F genau für f{x) a= a + Oj x + (I2 «* + a, «' -}- 04 x* + a^ «* 

5. Aus der zweiten Formel in (2), durch wiederholte Anwendung, 
wenn x es 2nft und die Functionen f(a), fia-r^-K}^ f^a-^lK),,. etc. 
der Reihe nach durch fn fa f^ * ' • bezeichnet werden 

3P=Ä(A +4/^2 + 2/3+4/^, ....+r>n+i) 
weldie Formel die Simpson'sche Regel heisst. 

6. Wenn x sss nh und fp = f(a + pÄ), sowie JB,, B3, Bj . . . 
die BeraouUischen Zahlen (Seite 85) sind, -so ist 
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7. Ist a + 2nh ss fr, &o hat man:. 
2nh ^ \ 

S. Convergexiz der Beihen und Snmminmg derselben. 

1. Wenn die Pnnction^^^^' immer pQ^iv ist =and dem Zablen- 
^erthe nach abnimmt, wenn x'sich stetig von a bis 00 ändert, so 

ist die^Reihe: 

• ■ 'i • « . . ' , > * • . • 

a:=oo 

na) + y(a+ 1) + y(fl + 2).H V = 2 ^i*) Ponvergent, 



</)/^\ ^x einen endlichen oder 



endlichen Werth hat. 

2. Bezeichnen Bj, B, j^^ die ^ernoullischen Zahlen (Seite 85), 
so ist: - 

X 

1 

Die Gonstante ist so zu bestimmen, dass die für x ss a durch 
Addition gefundene Summe gleich der rechten Seite wird. 

Setzt man in D No. 7 a =b A s= ^, so ergiebt sich noch eine 
zweite Summenformel. 



Vw=cJ*/ta!)&+i/t:»>|ti)/'c>=)-|2.i)»y'W+ff^>/(«D- 



F. Sie diehrfiRcheii beitiauiiten Integrale. 

1. / / f{x, y) dx dy = lim ^ ^ ti^, V) A* ^V- 

... - * '^ c ^ ^ . ' 

2. /( / /"(Xjj/) dj/)dx = /( / /"(x, y) dx) dy , wenn innerhalb der 

a a a a 

Grenzen /(x, y) endlich und stetig bleibt. Wird innerhalb der 
Grenzen fJ^^ y) unendlich, so bedarf es einer besondern Unter- 
suchung, um zu entscheiden, ob die Umkehrung der Integrationen 
gestattet ist. 
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-wenn X 9s (p(uj v), y «s i/;(u, v) uad. F(m, »).« /'(«^^ i^) ist. 

O. Die Fouder'sehen Seihen und Integrale. 
1. Wenn: f(xy:s= A^sinx'{'A^Mn2x. ,.A„sinnx. ..n^x^O 



n 



2 C 

«0 ist: i4„ = — - I sin no; f^x) dx , also 



2 VT /* 

f{x) =x — - ^^ (sin»* I siftfi.« f(x)dx) 

2. Wenn /"(a;) = ^^^+^1 cosa;+J52C032x'»-ß,iC0snx»«;i'>'r>0 

«0 ist: ■' B^^ss'-'^^cpöstii: fXx) dx'j also * '• 

n 
f(xjs= — ^S (cos nx jcosnx f(x) dx), wenn man von dem 

Oliede, welches sich für n s= erglebt, nnr die Hälfte, oimmt. 

/fx) s= y(x) -|- i//(a;), aus 1 und 2 hat man alsdann 
f(x) s= ^ B<, 4- -Bi cQ3x*^B^cos^x** 'Bf^cosnx-j- • • • 'X' 

i4j sina;*J-B2S^''2x- • •ßjjSinnx-j-* •• 7r]>a;^ ■#» 
wobei : 

B„ == — /cos n X (^f(x) + /X— x)) <?x = — Ao5 n x /(x)- dx. 
— « ; - . 

A,, = --y^6lfifK5ty(*)^f(i^Ä)ydi«»--l- TsfÄ^x Ä;x) dx. 
' < • ^ ^ . — _ , \ 



0. 1 5 :. . , . ^ .... -■ — w 

OD 00 



i \ 



4. f[x) = -^ßPfW cos« (A ~ x) dX) da CX) >.x > — oo 

5. Wenn /'(— x) = f(x) ' / ,; ' 

' fQt) =1: -^in /•(;,) cos teldX) cos « x d « ' Ö(Sv>' x ■^'^O ' 

'-.-... 
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6. Wean /(— x) « — /(«) 



00 00 
/(») s — /(/"/(A) sinaAdA) sin«xd« * 00 > « > 

' \ 

Wenn für irgend ein x \n f{x) eine Unterbrechung der. Stetig- 
keit stattfindet, so hat man in No. 4, 5 und 6 für das Doppel- 
Integral zu^setj^en. 

lim / /'('g "~ ^-^ ^ ^^^ "^ ) , wol>ei s und J gegen Null 

eonvergiren. 

• ■ ,1 

JOifliereiiEialgrleicliiugreii« 

A. Von der For^ Pdx + Qdy s 6 
l.'Wenn l>*s^(a?) nad-Ö »« </> (y), so ist 

ffix^dx + /^>(j/) dy = C 
2. Trennung dear. Veränderlichen 

dP dO 
d. Ist — «_,- 80 ist Pdx -^ Qdy ein vollständiges Diffe- 

renzial und 

ß^'^^fw—f^^^ ) dt/ == C oder 

4. Der integrirende Factor. 

Soll ^P'dx -^ fiQdy SS ein voBstlndiges iMfferienzial sein, so 

muss u I-; :^\ ^ p^^Qnfl:^Q sein: 

^ \dy dxj dy dx 

5. Wird aus No. 4 mit Hülfe von (Ä) einmal P, das anderemal Q 

dP dÖ ^ ' ^' ' 

elimlnlrt und -; -; — «a MPz=t NQ gesetzt , so ist 

<iy ,<<«.. . ... . .. 

du du, 

-^ ssz-^ Afdi/oderV^ = Ndx und 

. ^ =..<-/^*'y .oder i»» = «•^^'^•^ 

12 



178 



6. [yfix) — y («)] dx + dy «- 0, giebt nach (5) ZV — f(x), also 

//(x)dx 
/u BS « und 



'-//(X)dx 






IXas Integral von dx + [^/(v) — ^M] ''^ ergiebt sich in der- 
selben Weise. 

7. Wenn [/"(x) i//(y) — ip (x)] dx -f- di/;(y) » , so setze man 
«für V;(y). 

8. [y/'W — y""*" * y (x)] dx + dy aJ führt auf No. 7, wenn — 
für ^ gesetzt wird, und man erhält 

y '» as ne** 1 /? y(x)dx| 

9. Sind P und (? homogene flonetionott desselben Grades« so setze 

p 
man y ss x%, also dy = £dx+^ds und — sps ^(s), so ergiebt sich 

/» ds 

[« -4- f(t)] dx + xd« aas und lognx a=t — 1 . .^ , 

1 
Für homogene Differeizialgieiohungen.lst ^ ^ ■ ■ ■ 

10. Wäre P = ax '\- by -^ e und (? =» a|X + 6i y + Cj, so 
setze man x ss x' -{' «,^y sxz y' -^ ß und bestimme « und ß aus den 
Gleichungen aa-j-6/9-j-c = und fli « + &i /? + Cj =0, wodurch 
man eine homogene Gleichung erhält. 

Sollte ab^ — aj 6 ;s sein, dann setze man ax^ by ^s z 

11. Die Riccati'sche Gleichung. (Ax» +• By*) dV. + Cdy = 

ist integrabel, wenn n in der Form — ^ ir-r oder » =s — - 

1 2m -fi 1 2m — 1 

enthalten ist. ^ . 

B. Differen^ftlgleieliungen toxi 4n Fqivp , 

> 1. . 

1 . Sind yj , y^ • • • ^h P*rticuläre. Integral)^ u^^d ^ 

Cj , Ca • • • C^ constante Zahlen , so ist; 
y==Ciyi-ir.C2ya + -»vC^„ • 

2. Wenn P<j, Pj . • • P„ constant und Q ssi und' a^, «g, «3 • • • a,i 
die Wurzeln der Gleichung 

i». «" + F, ««-•+'•• . F„-r . «.+ p„ = 

d) die Wurzeln ungleich 
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6) r gleiche Warzeln und zwar je4e gleicli a und n — r un- 
gleiche ttj, «j • • • «n«.r 
y « (Ci + CaX + CjX* ... r^x'— l>«*+B^««l*^-BJe«2*+... 
3. Pq, P| . . . P^ und censtant. Man difPerenzire die Gleichung 

dy 
nach X und setze ^— s=s je, so lasst- sich < nach No. 2 bestimmen, 

dz 

wodoTch auch y ss j %dx bestimmt ist. Setzt man y sm % -\~ Q, 

so eigiebt sich ebenfalls eine Oleichung von der Form No. 2. 

4. Pq , Pj , P^ ' ' ' P^ eonstant und Q eine Function Ton x, 
«1, «2 * * * ^n liehen dieselbe Bedeutung wie in No. ^ und ausser- 
dem ist 



e-«3* O3 



= / «~"3* Qj dx etc. 



n 



a) bei ungleichen Wurzeln 

y = On + ^1 «"1* 4- ^2 «"»* H ^w «' 

6) wenn r Wurzeln gleich a 

y « ön + ^t «"i* + ^2 «"2* + . . . C„.^ ««n-r^ 

+ (Bj 4- ß, X + ^3 X* . . . B^ x^- ») e«* 

5. Wenn P<j, Pj, • • « • P^ der ReUie nach 
il^x**, Aj x^— 1, • . . . il„_ , X, A„ sind, wobei i^o»-^! '" ^n konstant, 
so setze man x ss «*<, wodurch die Oleichung auf die Form in No. 4 
zjUlflckgeführt wird. Es ist alsdann 

dy _ ^.3.-1 

dx . du 



.x-2 



d^y ^ Id^y dy\ 
dx^ \du^ du) 

tx» "" \dx» - du* ^ dtt/ 



— 5 



dx4— \dtt* " dtt3 ^ * du» du/ 

dx* \dtt* du* dw3 (it«2 ' duj 

Die Coefficienten von -3— f"» j r— h '"^^ «^^ Entwickelung von -7-^ 

sind der Reihe nach die Coefficienten der nach' fiallenden 'Potenzen 
von z geordneten Factoriellte 

äH- 1 « (^ _ 1) (, _ 2) . . . (» — r + 1) 
^ur Bestimm\ing von <Kf »as-» • ' «n hat man die Gleichung . 

12* 
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6. Sind Po ) J*i • • • ^n d** Reibe nach 

Aq (a,4- hxy, iii {a + 6x)"- * . . . . A^, 

80 setze man 

a 
a + dz IS 6x', alBo.a;' *b » r|- «r- 

wodurch man aul No. 5 zurOckkommt 

7. Yariation der Constanten. Wenn in der .allgemeinen Gleichung 
(B) Q eine FuactioB v^n x ist und Vd Vs» * ** !^ die partionttren 
Integrale dieser Gleichung fQr Q «s sind, dann ist für die allgemeine 
Gleichung 

tfj, tij * • • «n ^^^^ ^^^ ^^^'^ Gleichungen 

du, ■ du- , du^ 

dx dx *dx dx dx dx 



\ 



<^"'yi du, (y*"»y, du^ ^IZlln ^^Q 

dx«-2 * dx "^ d«»-» * dx "^ dx«-» ' dx 

^^''Vyi ]^ , <^"'y2 .^ , <^""'yn ^ q 

dx«-» * dx "*" dx*^i ' dx "^ dx^-i * dx ^ 

zu bestimmen. 

* 

8. Integration der Dlfferenzialgleiohiugen durch Reihern Man 

d^y d«+»i/ d* + *« 
bestimme aus der Gleichung . ., , , _ . , , -p .. i , • • • so hat man 

nach dem Mac-Laurin^schen Satze 

/^\ iü 

in welcher Reihe y^, |-i^| ... bis |t4^I wülkOrlich bleiben. 

« * 

t)ie Methode der unbestimmten CoefflcIenteU' kann ebenfalls zur 
Reiheuehtwicklung von y benutzt werden. 

9. Man nennt solche Ausdrücke, Welche einerf)iffereAzialgleichung 
genügetty ohne in dem Yollst&ndigen Iat()grale derselb(Ein enthalten zu 
sei», beiiondere Auflösungen der Bifferenzialglelehung." 



+ b:5 rT+. 
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Anweadiuig der DUforensial- und Integralreehnanir auf 

Geometrie* 

. A. tfbj»ne Gurven. 




1. Wenn y ss f(x') die Gleichung einer Curve, so ist 

<p der Winkel, welchen die Berührungslinie im Punkte P(x, y) mit 
der positiven xAxe bildet. 

y' 

Bin <p SS -j^ - j stets positiv 



00«-^ 



Vi + y'^ 
1 



1 



^=f=. cotgv « .7 



2. Beeeidfanet « den Bogen yoiiv der xAxe bis P/ so ist 



sin^ 



dy 
ds 



y 

dx 1 
eoso; SS» -r- »-7 



dx 



3. { und 17 seien die Coordi^iaten e^oes beliebigen Punktes der 

Tangente oder Normale, so hat man 

dy 

•~(S-*-x) al» Glelohung der Tangente im Punkte P 

dx 



V — y 



v — v 



dx 
dy 



«-*) 



n 



Normale 



» 



4. Wenn / (x, y) ss ^ s=a die Gleichung der Gurve, so ist 

(I — *) j^ + (*? — y)rr =* die Gleichung der Tangente und 
dx dy 

(I ^a;)^.— (1? — y) j^ « die Gleichung der Normale. 
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5. Macht man f(st, y) äntth BiiifÜlirüng einef ^VetiddiBlrlfclkb t 
homogen, bo ist die Gleichung der IStngente 

6. Es ist Tangente PT xssy cosec tp, Normale PN ssy secip 

Sübtangente QT^ y cotg tp, Subnormale QN ts^ ytgip 

7. Ist eine Curve gegeben durch die Gleichungen y ss f^t) und 
X ^ \p (t) , so ist 

dy ^ df d%p 

^'f'^dZ'^i:t'''dt 

8. Wenn r m:^ f (i/;) die Polargleichnng einer Curve und ip der 
Winkel zwischen Tangente und Badiusvector ist, dann hat man 




rd^ r dr V ^, 



sin 



rdyj) 



r 
T 



d«a B r« <ri//« + rfr« « (r* + <«) di/^' 






./2 



9. Wenn NT senkrecht isl smn KadinsTector des Fteaktes P. 



Tangente P ST e* > seo .tp 
Normale PN > 



fda, 

TT 
ds 



i r cosec fr =- --t — aas sf 
' d\ft 

Sübtangente OT = r tg (p ='' ^ ^ ' 



Subnotmale O JV-tcs r cötg </> 



dr 

dr 

d\p ' 



10. Krümmungsradius. 

a) Allgemeine Formeln für denselben: 

^ , d»_^ da» ^ . • - 

^".^ dip "^ dxd^y-^d^vcly " VC^^^ a:)» +jCd«y)2 — (d»«)» 



dj2 



6) Wenn dx constant 

? - ± (1 + »'»)* : r « »" : »" (v" - 01 
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c) Weab dt constwit 

d) Bei Polarcooidlnaten 

/) ^a ., .h. .1-. (■ I / -s: 7ii I r- '!■ asr 

^ r* — r r" -f. 2 r'^ u« (u -hu") u + u" 

1 d»r 4*w 

'«^enn ti *as — und r" = — — - , v." *= - . ■ 
f dl//*' dV 

e) Wenn die Gleichung f(x,y) homogen gemacht ist und 

dl "" ^* ' "d^ "" ^*' d^ •" ^3 
d» "" " dj/» ~ "' dxdt ~ » 
dt ~ »' dl» •»' dzdy ~ • 

(. - c^,» + y.«)^: (jc.» r, - 2x, r, t, + x, r.»x (t = i) 

1 1 . Sind I und i; die Coordinaten des Mittelpunkts der Krümmung» 
80 ist . . 

•'^ jff? X ^ ^ sin <^, 1? «= y i ^ eos <^; 
^s obere oder untere Zeichen. gilt je aaehden y" ^0 oder •< i$t. 

12. Die Gleichung der £volute ergiebt sich, wenn aus den Glei- 
chuQgeQ 

/(»,y) =* ^, (f — aO<^«+('?'-t/)<*y ** ö und(f r-a:)d»a: +(ij-^y)d*yÄ=d«« 
X und y eliminirt -werden, • . . - 

13. Bestimmung der Asymptoten. 

a) Wenn y =? /(i) und i? «5 p| -^ g die. Gleichung der Asymp- 
, . tote, dann ist j> *» IjLm /* {x) und g = lim FAta:) — x/' (x)] 
,fur X ^s , OD 

6) ^enn /(x, y) ;=s die Gleiphi^ng der Curve ist. Man setze px 
für y in /(x, y) und setze x ä 00, nachdem die Gleichung 
durch die höchste Potenz von x dividirt ist. Die Grenz- 
gleichung '-^lebt; die Werthe von p. Ferner setze man px -|- J 
für y in ^ (x, y) und lasse x wiederum unendlich werden,' 
wodurch man eine Gleichung zur Bestimmung -^ön q erhält. 

c) Bei Polarcoordinaten diyidirt man die Gleichung f(r, 1//) == 6 
durch die höchste Potenz von r und lasst alsdann r unendlich 
werden, so ist das aus der G^enzgleichmig sich ergebende 1// 
der Winkel zwischen Asytaptote und Polarikie. Der Abstand 
der Asymptote vom Pol ist gleich der Subtangente. 

14. Lauf der Curve im Allgemeinen. ' ' 
Wenn y' > so wächst y mit wachsendem x 

'; y' <[ so nimmt y ab mit wachsendem x 
,, y' BS so iit die Tangente •^ der ^Axe 
„ y CSV 00 89 ist die Tangente -jh der YA^e 
In irgend einem Punkte kehrt die Curve der XAxe ihre erhabene 
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oder hohle Sete zu, je nachdem für diesen Pankt die erste nicht 
yerschwindende Ableitung von y, y" oder von gerader Ordnung ist 
und mit y gleiches oder ungleiches Yorzeiehen hat. 

15. Die Curve hat Wendepunkte in den Punkten, deren Coordi- 
naten y* zu einem Maximum oder Minimum machen. 

16. Bei Polarcoordinaten ergeben sich die Wendepunkte aus 

u + u'^ s und fQr; V') == 

17. Bei homogen gemachten Gleichungen ergeben sich die Wende- 
punkte durch 



Xt r, Y, 



und f(Xj y, Q sa t » 1 



T, y, X, 
Ys ^3 r, 

No. 16 und 17 geben auch. Punkte, welche nicht eigentliche Wende- 
punkte sind. 

18. Wird y' unbestimmt, so ergeben sich die Goordinaten der 

df 
Punkte P, für welche dieses eintritt, aus den Oleiehuugen -p- ass 0, 

ax 

df 

■— SS mit Berücksichtigung von / (x, y) ss 0. Zur Ermittlung von 

y 
y' differenzire man f(x, y) »^ wiederholt. Jedem reellen Wertha 

von y' entspricht', ein Zweig der Carte. Sind die Werthe von y' 

reell und ungleich, dann ist der Punkt Pein viel/sicher Pankt ; sind 

aber die Wurzeln imaginair, dann ist der Punkt P «in Isolirter. 

Wenn unter den Werthen von y' gleiche vorhanden sind, so kann 

der Punkt P ein vielfacfaeri, ein Bückkehr* oder ein isolirter Punkt 

sein. Die nähere Bestimmung dieser Punkte erföird^rt eine speolelle 

Untersuchung der Curve in der Nahe des Punktes P, 

« 

19/ Berührungen von Curven. Wenn zwei Cufven y aae f(x) und 
y = q (x) einen gemeinsch'dftllchen Punkt haben , und es sind für 
diesen Punkt die Ableitungen von f(x) und <f' (x) bis zur n*«* inclusive 
einander gleich, so haben diese Curveh eine Berührung n^^ Ordnung. 

20. Umhüilungslinien. f(x., u^ p) ss giebt bei einem bestimm- 
ten p eine bestimmte Curve, bei veränderlichem p ein System von 
Cuyven^ Diese Curven wefd.en berührt von ßeif Curve, deren Glei- 
chung das ^esult,at der Elimination yQi\ p aus fQc, y> P) «^^ und 

! =* ist. p muss sich als abhängig von x oder y ergeben. 

dp .... 

21. Differenzial der. Fläche F. 

a) bei rechtwinkligen Opordinaten 

et J aa ycix 3*s /*(») dx 

h) bei Polarcoordinaten 

2 -^ ■ 

22. Die Reo^cation und Quadratur der Curven erfolgt durch Inte- 
gration der Ausdrücke da unädF in No. 2, 8 und 21. 

Für die näherungsweise Berechnung siebe bestimmte Integrale. 
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B. Oiunran doppelter Xrftammng. 

1. Gleichungen der Curven im Raame 

«) « « /CO» y = vCO» « = '/'(O 

A » yV — y"«', B « x'«" — x"«', C = x'y[[j-xV,___ 

m = y A« 4- JB* 4- C« • 
Die Ableitangen sind nach % genommen. 
h. y^f(x\ ««F(x) 

c. rC«» y» «) = 0, F(x, y, t) « 

fiifti fs i^d ^1) ^s) ^s bezeichnen der Reihe nach die Ableitungen 
der vorstehenden Functionen nach x, y, 2 

JPi-A^s-A^.» Pt^n^i-fi^z. ^z^AIlrJiIii^ 

d. d«« SB dx* + dy* + d«*, so ist 

m «- *' }/x"« H- y"* + «"* — »"» 



"i/w^r^r 



2. Gleichung der Tangente im PunlLte P(x, y, s) 

I — X 1?— '. y ? — « 



dx dy ds 



oder 



Pi p* Pt 

«, /9, Y die Winkel der Tangente mit den Axen. 

dx P. . dy P. ds P. 



il 



3. Die Gleichung der Kormalebene im Punkte P. 
[I — x) dx 4- (j; T»--^) <iy 4- (C ^--* «) d« «5 oder 
[I -^.x) P, + (1;.- y) P4.4- tf.~ ») P» «» 

4. Gleichung der Osculatient- oder Schmiegungsebene. 

(I — X) A -h (1, — y) B + (C - «) ^ =- 
Die Normale zu derselben 

jl, /i und V die Winkel dieser Normale mit den Axen 

, A ^ ß • C 

cos / xs , cos /U =s — , COS V S3 

m ^ m m 

5. Die Huiptnormale ist der Durchschnitt der Normalebene mit 
der Schmiegungsebene. 

Gleichung der Hauptnormale : ;- =* J- ^ « — 

d-i- d-^ d— 

«' «' «' 

Die Ebene senkrecht zu dieser Normale. 

({ - ,) d ^ + C.J - y) d -^ + Cf - «) d ^ = 



1^ 

6. Der Contingensidiikel d^^ Ht der Wittbel «wischen zwei be- 
nachbarten Tangenten 

mda 



dßi 



«'3 



. 7. Der Torsionswinkel dß^ ist der Winkel zwischen zwei benach- 
barten Schmiegungse benen ^ 

dös = V(d cosA)2 + (d cos fiy -|- (d cos»)* 

"* A« H- B* -h C?* 

8. Der erste Krümmungsradius g^ 

d$ V» 

9i* 



Wenn t s= «, also d« constant 
1 

9. Sind {, 1}, C die Goordinaten des Endpunkts von g^ \n der 
Hauptnormale des des Krummungsmittelpunktes, so ist 

(f) (7) (7) ' 

x" "~ y" "" s" ^* • ' 

lOu -Der zweite Krümnhingäradius q^ 

_ ds _ A» -I- g» -f C2 

^^ "" d^ ■*■ Aar"' 4- By"' 4- C»'" 

11. Wenn ilo?"*' + Bjf'' + Ct;*"is= ^, rso ist die Curre eine ebene 
Ourve. Die vorstehende Bedingung lässt sich ersetzen durch 

.d' z d y di^z 
d*j;. d«y. ..d?« 
d*x d'y d^z 

12. Das DiiTerenziai des Bogen» in P^a^coerdinaten 
da« == dr2 4- r^dy^ •\- r» 8in*/d^ Siehe Seite 146. 







C. Krumme Flächen. 

1. Gleichungen und Bezeichnungen, 
ö- /"(«> V) «) »0; fi, fiy fii.äie Ableitungen Bfldi af,.y, % 

6. s -=/^(i, y) 

d« d2 dp d^s 

' dx "~ ^' dy "" '' dx ~ dxä "" *" 
dp _dq_ d^z ,_ ^_<^^«^ 
dy dx dxdy ' dy dy* 
n2 =p2 +g* 4- 1 



tsr 



2. Gleichungen füx die Berührungtebene an P, (x, y, s) 

f — « « p (I ^ «) -H 5 (17 — j/) 

Macht man f(Ky y, s) es durch t homogen und ist 

df 

-^tss f^y so ist die Gleichung der Berührungeebene 

^ft + Vf^ -h Cfi 4. rr4 - 0, (« « T « 1) 

3. Gleichungen fQr die Normale im Punkte P 

l^g V — y __ C—- « 

A "" A A 

4. Winkel der Normale mit den Axen X, fi, v 



1 



N n "^ N n N n 

. , d cos A r^ . 4^ d cos jl r* , •■^ 

_ -dcos/u ,. , ,. . , dcosi« ..^ , ^. ... 

6. n»--^«(l+p«)<— pjs, n3-^«(!+j^)a— pgr 

. IdcoBX dcosu dcosA d cos ii\ , _ 

'• »M^^ • "^ "^ "^T- • ^) ^" - '' - "*" 

9. Tangente eines Normalsehnitts durch PfUj ß, y^ die Winkel der- 
selben mit den Axen 

cos« cos/9 : coa^ 
'f.cosa -\- q-eosß ssi coBy 
10. ^ der KfüBkinungshalbmesser [euMt Normaisehiiitt» :d|iieh P^ 
^1 der Krümmungshalbmesser einer ^urch P gehenden Curve, welche- 
mit dem Normalschnitt dieselbe Tangente hat. Das Dlfferenzia} des* 
Bogena der €nrve «onstant; so ist > 

cos (0, c»t) «2^ 0»" 4- qr - *"). ' . 

. . =, — £1 (f 008* a -fr'2 « cos « cos^ + t cos* /?) 

11. p s= — 



r cos* fx ■+- 2 »,«08« cos/J H- t cos* ß 
12. (7, s= ^ cos ((>, Q^) 
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13. Daa Maximttta und Minimum toh (>. die Hauptkrümmungs- 
halbmesser, sind bestimmt durch die Gleichungen 

[Qt — n (1 -H-^*)l cos/9 ssB (jpqn.^'.(t8) cos« 
^r — n (1 -i-P*)j c<»« = Ö>f» — p«) cofl/9 

Q Q 
Die letzte Gleichung erhalt man durch Multiplication der beiden 

ersten. 

14. Ffir die Hauptsohnitte ist, wenn die XFJSbene =fs der Berüh- 
rungsebene in P. 

\dx,f 8 dx 

Die Hauptschnitte stehen senkrecht auf einander. 

15. Sind (9j und q^ die Krümmungshalbmesser der Hauptschnitte 
und Q der eines Nermalschnittes, welcher mit, dem zu ^| gehörigen 
Schnitt den Winkel tp bildet^ so ist 

1 cos* (p , sin' if) 

16. Gehören q^ und q" zwei auf einander senkrechten Normal- 
flohnitten afi, sfist - 

17.' Das Maass der Krümmung im Punkte P ist '■ — * 

9a 9t 
)8«zDie Di£ter€|nzialglf9ichiing der Prq|.e<itlon iier Ktümmangsliaien 
auf die Ebene JT T ist 



-m 






19. Quadratur und Gübatur de£ .Bachen. 
F die Fläche, V das Volumen 



d Fas dactiy ds == tdxdy »r' siny dr d;/d<f 

20. Bei Rotationsflächen, wenn Xdie Umdrehnngsaxe und y a« ^(x) 
die Gleichung der erzeugenden Gurre ist 

dF=2y7rd8, dV^y^jtdx 

D. Kegelsehnitte. 

a. Parabel. 

1. Die Coordinaten des ^Mittelpunkts der Krümmung und Krüm- 
mungshalbmesser 
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wenn N die Normale bis zur JCAxe. Die letzte Formel gilt füt alle 
KegelBcbnitte. 

f = 3x + -|-, , = (2x)*:1/^ 

2. Die Gleichung deir Evolute. 

21 pv^ = ^^ (^ "" y)' (Neü'sche Parabel) 

3. Der Bogen zur Abscisse x vom Scheitel an gerechnet. 

Setzt man x ^ -^ @in V'j so ist y •= 4" @in V 

4. Der Mantel des Rotationsparaboloids. 

b. Die Ellipse, nebst Bemerkung Ikber diö elliptischmi Integrale. 

1. Kiümmungsmittelpunkt. 

^ ^" y Tr^ — « — (1 — «' sin ^) *, wenn 
a*o* a T j j 

t 
< a« — und 1/A der Winkel, welchen dx»-Nornuil« mit der XAxe bildet. 
a 

2. Gleichung der Evolute. 

1 



(y)*r^)- 



3. Der Bogen «, wenn x = a sin tp 
d» sas^ Ya* cos^' -i- 6* siny* rf^ s=s ayi — «* siny* d(f> und 



./vi - .« 



♦• = 00 

Wenn >1^ « cos^ ^ (i)r(i>r + intry i ß«« ^'i,' ^o ist 

« 1 . 

— «B i4Q </) -f- A, sin 2 ^ 4^ J',4y-8in 4y4- . . . — -^m sin 2m^' -f* • • • 



^90 



4. Beseicknet P den ganzen Umfang, so ist 
P 

SS 2 TT cos 

a 



Siehe TabeUe Seite 54. 

a — b ff 3 

5. Setzt man für jr-p — ^— ^ = ^ tg -5- = ^, 

40 hat man »ngenihert 

; P - (a + 6) ;r (1+ ^» + j-^-j^) 

6. Oberfläche deft Rotationsellipsoids. 
Bei Drehung um die grosse Axe 

O = 26^r j6 -h — arc sin i\ 

Bei Drehung um die kleine Axe 

Bemeiknog ültei die eUlptiidieD Integnle. 

f^ 

1 . Das Integral I yi — «* sin^^ d (p ist ein specieller Fall der In- 



ist. Bezeichnet man yi *— «*.8in<p* durch /V(«, y) oder auch kürzer 
durch A, so ergeben sieh, nach der Bezeichnung von Legendre, aus 
•dem allgemeinen Integrale: 

0.0 

, welche Integrale elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Gat- 
tung genannt werden, 'f ss siii a heisst der Modul, <f die Amplitude, 
n der Parameter. 

« T^ . ^ psln <p^^ d(f) 1 «* , 

2. Bezeichnet man I ^-rr — ^ mit Pj^, so ist, wenn r eine 

positive oder negative ganze Zahl: . , . 

;(2f - ?)P,r-4 - (1 + «*)(2r - 2)P,r^v,+ (2r - l)t» i>,^ 

=■ ZV cosy sin y*'*" 3 

3. "Wiena / t^ — : r- — srr-r = //••; so hat man 



/ 



(1 +n8iny2)r^ 
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(2,-2)(i4-l±£+i!).r.-(2,-3)(i+^Ci±llVi^)^,.. 

A sin tp cos y 

."*"(! -f-nsiny*)'"-» 

4. Reihen von Gauss zur Berechnung \on j^**d(p, wenn n eine 
beliebige reelle Zahl. 

Il*^d(f = Kq(P'\- K^9\n2(p-{'iK^ sin4(/) + ^K^ sin6y H 

1 

— Ä' gfn 2 m (/) H 

m 

Kff^ kann man der Reihe nach gleich Af^^, B^f^, C^, D„ setzen, wenn 

ß 4M ^^ ce 4* •*"*'* 

A^==cos-^ > (n)5(n)g^,„tg — 









s = 



C. = cos«^» yW,t^^C2-^ + 2m), ^^^,,^,^. 



2 

s = 



8.^ Vi 



, iJ««:(l~i8ina«) ^2«* + '« (2 coseca«-l)»* + "» 

n s = . ; . 

: . 

■=i y co8«»»[l-(i).(n)"itg«»+(-i),(n)»tg«'-(-4)3('»)3«8«*-] 
2 ^ \ (2 coseca* — 1)^ (2 cosec«* — ly 

- ( - i)3 C")6 1 \ 

• (2coieci» — l)»"*^'-"/ 
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14. Die Bemerkung in No. 11 gilt auch für 12 Bnd 13. 

15. KreisYolvente. Wickelt sich ein Kr.^isbogen von einem Kreise 
ab , so dass er stets Tangente bleibt , so beschreibt sein Endpunkt 
diese Curve. 

Der Mittelpunkt des Kreises ist der Anfangspunkt der Coordinaten, 
der Radius nach dem Anfangspu^tC; deß sich abwickelnden Bogens 
die TAxe und (f der Winkel, welcher dem abgewickelten Bogen ent* 
spricht, so ist, iv:enn a der Radius des Kreises, die Län^e des ab- 
gewickelten Bogens gleich a<p und* ' > 

X SE=^ a (sin ip — <p cos </)) , y s= a (cos ^ -{-</) sin <f) 

r2 s= a*(l -h<^«) 

Wahrscheinlichkeitsrpelinan?» ; . 
A. Wahrmiiftlnlidtkett aus '0Huid6ii. 

... (a f riori) 

1. Sind unter n gleich möglichen Fällen a dem Eintreffen eine» 

a 
Ereignisses güüstig , so ^dtsst der Quotient w ^^ — . die absolute 

Wajirscheinliehkeit dieses Ereignisses j xp^ s=,\-^w belaßt daef ntge- 
gengesetzte Wa]i^ch^inlichkeit. 

2. Wenn die absoluten Wahrscheinllchk^tan ^isr Sreigiusse E^ ^ 

^ii J^3 • . . gleich «?!, loj, 4#3 sind jandttOi 4-^^ j-H-^s . . . = I 

ist, dann ist die Wahrsehöinlifchkeit £ut .das>.gleitch%eitige Eintfeffen 
einzelner dieser Ereignisse gleich der Summe. i^et absolnteix Wahr^ 
scheinlichkeit^a, • ., / i , | 

3. Relative WahrdcheinllobkeH. Die Wi^soheinlichkeit, dass Ef 

eintreffe und nicht JP«, ist w = r~ und die Wahrscheinlich- 

kelt, dass ^^ und Ej eintreffienund nicht ^E^^ ist 

WV •+■ tOg • ■ •• ' 

^ = r-^i — r — ^^«'" I • 

tCj -|- tiJj "T ^Z 

4. Wenn tDj, tp^, tr, . . « die absoluten, Wahrscheinlichkeiten der 
Ereignisse E^y E^, E^ . . . sind, ^o ist die Wahrscheinlichkeit für 
das gleichzeitige Eintreffen dieser Ereignisse w ^= w^ iPg, w^ .... 

5. Sind für ein ISreignlss die Wahrscheiplichkeiten b^i verschie- 
denen Voraussetzungen V|^ ^a» ?^3 * • * Vind ist die Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses in jeder dieser Voraussetzungen der Reihe nach, xü^, 
u?2, V3, so itt die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen diieses Er- 
eignisses «0 ase üj tOj -f~ ''2*'^2 "f" ^^3^3 • • • 

6. Sind atind/9 die Wahtscheinlichkeiteti liw^ier Ei^ignisseilundiB, 
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass A nmal und B m mal 'in be- 
stimmter Reihenfolge eintreten, 

tö S= ff» /J«* ^ 

Ist die Reihenfolge eine beliebige, so ist 

(n -}- m) ! „ _-, 

n! ml 
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7. Ist « -j" Z' = 1 ^i^d n -j-m s= fy so stellt die Entwickelang 
von (a -{- /?)'* deir Reihe nach die Wahrscheinlichkeiten füi das Ein- 
treffen von \ 

A rmal 

A f — Imäl nnd B imal ■ . ' 

A r — 2 mal und B 2 mal 



.1 



A 1 mal and B r — .1 ma| 

B rmal dar. 



8. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei r maliger Wiederholung der 

Ereignisse A and B in Ko. 7 A wenigstens einmal eintritt ist 1 — fi^ 

Soll diese Wahrscheinlichkeit gleich y sein, so.muss / 

log (1 — y) , 

r = — ^-^ — wenden. ' 

logj8 . . ; 

.<. ■' , , ■ • -i 

B. Wahrseheinlielikeit aus Beobaehtnngen. 

(a posteriori)' ' \ 

Die Wahrscheinlichkeiten der Voraassetzangen erhalten sich wie 
die Wahrscheinlichkeiten, welche die beobachteten Ereignisse selbst 
nach jeder von den Voraasgetzungen hatten, ßind w,^ utj, 1D3 die 
Wahrscheinlichkeiten der nach den beobachteten Erfolgen möglichen 
Voraassetzangen) V|, v,, v^ , . . die WahrochQii^liclikeitefi.dee beob- 
achteten Erfolges nach denselben, so ist < 

Wj tPj «>„., 1 

V, "" üj *" ' * v„ Vji-t- 17^ ...'»„ , 

I 

C, Kttl^ode der klei&st^ä Qoadxiite. 

1. Bezeichnet <f^rA\ die Hinftgkeit des Dehlers A; so ifift' 

h — ÄJ^A» • ■• '• 

2. Die WahrseheinlicUteit das Fehleffl A Ist 

3. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers Nall verhlat sich zn der 
des Fehlers A wie « j . * 

4. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Bepbachtangsfehler zwischen 
den Grenzen — A und -|- A liegt, ist 

A ■ , /A 

h /•— Ä'A« . 2Ä r-Ä^Ä^,.^ 
10 = — -=■ Ic da=——zle aA oder nach 






13 
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* 



2 /» — <2 
w =: -— : je dt, wenn äA = « (Tabelle Seite 29) 



V 



5. Wenn bei einer andern Beobaclitang 



10 



1 == -^1 e * *dAi ist, 80 ist 



IT = tPj wenn AA=.A^Ai 
Ist Ä = nÄi, so wird nA i= Ai, d. h, bei der zweiten Beobach- 
tnngsreihe bat der Dehler nA dieselbe Wahrscheinlichkeit wie der 
Fehler A im ersten Falle. Die Constante k heisst das Maass der 
Präcision der Beobachtungen. 

6. Den Fehler , für welchen w ss ^ ist , nennt man den wahr- 
scheinlichen Fehler; derselbe sei r, so ist, wenn aus 

• 'r ' ' 

2 p—t* 
-— - je dt = i, p =» 0,47694 

ynj 

• . . ....... 

gefunden worden, wegen hf ms g, r aa S^ 

7. Aus f s=-f- und Aä— folgt A^r ^" Die Tabelle auf 

h h . . • ^ - 

t 

Seite 29 mit dem Argument — giebt die Wahrscl^einlichkeit, dass 

Q 
t 

der Fehler A die Grösse — • r nicht überschreite. 

Q 

8. Die WahrEraheinlichkeit, dass die Fehler A|, Aj ... A„ bei einer 
Beobachtungsreihe eingetreten sind, ist 

w = /iiiÄr«-** CAi» + Ä,' . . . V) 

\ynj _ > 

Haben die Fehler wir&lich stattgefunden , so ist dasjenige h das 
wahrscheinlichste, für welches W eia Maximum ist. Setzt man 

n 

so ist für diesen Fall 

also r = 0,47694 |/2" • € = 0,67449« 
e wird der mittlere Fehler genannt. 

9. Wenn h constant, dann wird W ein Maximufti, wenn 

J-A2 =:Ai»-|-Aj» ...A^* 
ein Minimum ist. 

10. Hat man verschiedene Beobachtungsreihen, so .musa 



X 
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ein Minimum weiden, -wenn W ein ManLimnm sein soll. Um diesen 

Fall auf 9, zanick zu führen, setzt man 

h ^ h* ' 

-«- *= ^1» lk- '=9t"'7 9i, ff2'9n S^'^zö Wahlen 

und erhält alsdann 

9ij 92'^ '9n ^^^^^ ^^J^ ^^ Gewichte der Beol»acbtungszeihen. • -< 

11. Soll durch directe Messung eine Grösse, x bestimiHt werden 
und sind di^ a^ •• . ^n die erhMtenen-Weithe, dai&n sind Ai^Aj • • -A» 
der Reihe naci» : ' 

X - (1 X — ~ d X ^*^ o 

£8 Wird *ja (x*-ai)2-|-fcj2j(;»— .Ä2)2....Än* (» — «n)* ein Mini • 
mum, wenn 

wenn g^^ 9% • > - die Gewichte sind. 
Für Äj =s Äj s= . . . Ä„ wird 

___ gf -r ^i^a* • -^n 

n. ' ••• - 
das arithmetische Mittel aus den. beobackteien -Grössen. 
Das Maass der Präcision ist 

und der wahrscheinliche Fehler von x *' ' 

Bei Beobachtungen von gleichei; Güte 

^ q' r 0,6744 9 g 

"~Äyn'"' yn^ yw 

Ferner kann man 1 gegen. 1 wetten, dass,^ zwischen. 
«(i--^)und«(i+^}lie«e. 

12. (fj, (f 2 • • • ^n ^^ ^^^ ^em arithmetischen Mittel sich ergeben- 
den A, so ist der wahrscheinlichste Werth für den^ mittlem ^ehl^ € 
gegeben durch 



€ = 



13. Wenn n sehr gross, dann ^hält man, wenn 4uch nicht genau, 
doch sehr beqaem den wahrscheinlichen Fehler R in folgender Weise. 
Man ordne die sänuntUchen Fehler der prösse nach', ohne Bäckdicht 
auf ihr Vorzeichen zu nehmen, dann ist, wenn n ungerade, der mit- 
telste Fehler, und wenn n gerade, das Mittel der beiden mittelsten 
Fehler angenähert gleich R. Man kann 1 gegen 1 wetten, dass 

S zwischen B (l - ÄIJ „«J fi (l + ^^J • „^g^^ 
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' 14. ist u eine FanetJon T6li p, , 'P2'*'Pn) so ist,, weati e^, 

e^.-.e^ kleine Aendeningen von P| , Pf^Pn ^^^ ^^^ ^ ^^^ 

entsprechende Aenderung von u ist: 

^ dti du du du 

E ass - — «, -f- - — e- . . . -T — ««, öder wenn -r^— = / ist 
dPi dpi * dp^ •* :dpa ^ 

^. .-ß» *— "1 ^i "i ^1 ^2 "••• • Afi ^n '^-^ A e. •- ■ 

Sind £| , e^ . ^ . e„ fehler an . p, , Ps • • • Pm ^^ • ^^^ -^^ <^6' ^^^" 
spsecliendjei.üleUer an u. - 

.. Hierauf ^2 oii.£k^e^ -f- 22iA(ci«^e^fjj und da e„ und< ej^ sowtdil 
positiv als negativ sein können, so ist der mittlere Fehler Jf gege- 
ben durch : 

M^ aas 2:i^m^t wenn m,,, m, . . • die mittlem Werthe 
von ^1, 62 ' • • siud. :'.'•. 

Bezeiehnfin B, r,^ r,, r^... die w^ijrsQhe^ltchen Fehler von u 
und e|, ^2'.** s^ ^^ ^^^^ t 

Wenn fj = fj = rs . . . . so ist : 

15. Wenn x ss Oj pj -h «aPj + ♦ • • «nPn 

*^yiPi '\-y2Pi VnPH •' 



Bezeichnen iS^, 12^, ^s . • • 4ie. wabrsc^ieinUclien Fehler vqn 
x, y, s . . . so ist: 

B, =s l/Z'aär»; By = yZ/9* r* ; B, = yZf^ und wenn 



»•1 = »'2 = »'s • 



B^^ryi^, R^^x-\/Y^s U^^r^^Zf ,^ 

16. Für das arithmetische Mittel ist:, 1 , 

X Ä ^^, also' «1 aa= «2 ±ss «3 ä' . . ss — mithin ' 

n . .... < '.' ** 

17. l^ört ai in Nöi llisfnach No. 6 '- 

P^ „ P* « P* • 

«'=y-^-^'«=fi/^- ....... .. 

Weg«! X*« ^ istr «i « |iw. «2 «r|a- ... ■ . . 
A ^ ^ (Zgy h y 2g y/h^ Zg Y^h^ 
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18. Hat A die Form ax -\^ hy -^ et, .,-^ p in w«l«heBi Aus- 
druck die m Unbekannten ar, y, s zu bestimmen sind, wobei m<^n 
«0 ist - 

A, =aiX-f 61J/ + C1 «4- .. . — Pi 

v~-«f >P*i« 'an** 

A^ = a„x H- &„y -f c^« — Pn 

Die Bedingung, dass ^A' für die wahrscheinlichsten Werthe von 
^ y. «... <^in Minimum aein muss, giebt 

x2a^ + y2ah -f- «-S'ac . . . =« Zaj? 
x2ah 4- !/ ^&* -j- «-2*60 . . . = J'ftp 
xJSac -j- 2/^6 c -j- «i'c^ . . . = 2cp 



» <>. 



Hieraus ergeben sich für die Unbekannten Ausdrücke Ton der 
Form 

X SS A^ 2ap -\- Bj Zhp -j- (\ i^cp . . . » , 
. y^A^Xap'{^B^i:bp+0^±ep.,. 

tsss A^Zap -j- B^Zhp -f- C^Scp . . . 



/ 



( •> 



Haben <f , , (fj • • • (^n ^^^ frühere Bedeutung,«; «0 ist der wahr- 
scheinlichste Werth von € gegeben durch 



-1/^ 



P^ n — m 

wodurch auch r bestimmt ist. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der wahrscheinlichen Fehler von 
X, y, t . , , sind 

ß^«rVTj, Äy«rl/B;, B,=:fl/C; . , . 

Die entsprechenden Pr&clsionen 

17— ^ 17 — P J7— ^ 

Multiplicirt man c, r, ß^, By, B,..., //a-, ff^j ^z " - mit jt "^ 
so erhält man die wahrscheinliche Unsicherheit dieser Grössen. 

360® 

19. Ist = z und 

n 

y» = «0 4- Pt 8in(t7i -I- xx) + p, sinfv, -|- 22x) 
4-l>3 8in(r3 -|-32x)H- . . ., 

80 kann man aus den n durch Beobachtung gefunden Werthen 
I/o > y t » Va > !/3 • • • !/n - 1 ™1* Hülfe der Methode der kleinsten 
Quadrate die Konstanten Qq, P|, Vt, Pti ^s • • • bestinunen. 
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Setzt man : p^ »Inv, «=: a, ; p^ slnv, s= <is> ^^ ^^^^ 
die wahrscheinlichsten Werthe dieser Konstanten gegeben durch: 

«o=— ^^y/*; «1 — — ^ygcos^g, &, =— ^^y^sin^y 

/*= n — 1 ^ = »—1 



^2 ^ — ^^yaC0S'2jU«, &2=*-^^!/A*sin2/i» 



«3 = --^ViA ^^ 3^». 63 == ~ ^ Vu. sin 3i4a 

f«=rO /«2=0 

/u = n — 1 /u=n — 1 

Es ist ^V ^^'^V -|^CW4^«i*.-Hi**'4-«^ 

Man bestimmt so viele Konstanten, dass die Summe der Fehler- 
qnadrate hinreichend IMn wird. . . • ' • 



1 1. 



,!. 
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Maasse und. (Gewichte. 



Deutsches Maass und Gewicht. 

A. Längenmaasse. Einheit : 1 Meter oder Stab ss 

0,265516 Pr. Rnthen = 3,186199 Pr. Fusa = 38,234399 Fr. Zoll. 

0,01 Meter heisst ein Gentimeter oder Neazoll. 
0,001 „ „ „ Millimeter „ Strich. 

10 „ heissen ein Dekameter oder Kette. 
1000 „ „ „ Kilometer. 

1 Meile == 7500 Meter == 1991,3745 Pr. Ruthen ^ 0,995687 Pr. MeUen. 

Näherongswerthe : 2 Meter = 3 Pr. Ellen = 76,5 Pr. Zoll. 

43 „ = 137 Pr. Fu88. 
58 Kilometer = 7,7 Pr. Meilen. 

B. Flächenmaasse. Die Einheit : 1 Quadratmeter oder Qnadratstab 

» 10,151867234 Pr. Quadratfuss. 

100 Quadratmeter heissen das Ar == 7,0492133 Pr. Quadratruthen. 
10000 „ „ „ Hektar = 3,9162296 Pr. Morgen. 

Näherungswerthe : 32 Quadratmeter = 335 Pr. Quadratfuss, 

20 Ar =141 Pr. Quadratruthen, 

12 Hektar = 47 Pr. Morgen, oder naher, 

191 Hektar = 748 Pr. Morgen. 

C. Körpermaass. Die Einheit: 0,001 Kubikmeter heisst Liter oder 

Kanne = 55,89367 Pr. Kubikzoll = 0,873339 Pr. Quart. 

Das halbe Liter heisst ein Schoppen. 

100 Liter « 1 Hektoliter oder Fass = 3,23459 Pr. Kubikfuss = 
1,819455 Pr. Scheffel =29,11129 Pr. Metzen. 

50 Liter sind ein Scheffel = 0,909727 Pr. Scheffel. 

Näherungswerthe : 26 Kubikmeter = 841 Kubikfuss. 

72 Hektoliter = 131 Pr. Scheffel zu 3072 Kubikzoll. 
450 Liter = 131 Pr. Metzen zu 192 Kubikzoll. 
71 Liter = 62 Pr. Quart zu 64 Kubikzoll. 
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D. Gewichte. Die Einheit: 1 Kilogramm = 2 Pr. Pfand. 

1 Kilogr. ist das Gewicht eines Liters destillirten Wassers bei -f- 4^ C. 
1 Kilogramm s» 1000 Gramm. 
0,1 Gramm =s 1 Decigramm. 
0,01 Gramm s= 1 Centigramm. 
0,001 Gramm = 1 Milligramm. 

50 KHogtam^) =^100. Ffund heissen «in Centner, 
1000 Kllogramfn Ä ^OOÜ Tfund hetssen eine Tonne. 
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6. Tergleiehmig yergehiedener Ruthen, 



Preussen 
1 Quthe=l2' 



Frankreich 



1 Decameter 
= 10M. 



AHe Toise 
= 6' 



England 
1 Pole = 16 V 



Baiern 



1 Buthe SS 10' 



Sachsen 



lButhe=i5i|6' 



1 



0,3766 



1,9324 0,7489 



0,8769 



1 I «,14185 I 3,7340^ | 



0,05342 I 7,21547 



1,2904 

7. Quadrate 

0,56083 I 1,66521 | 0,76892 

8. Cnbik- 
0,42000 I 2,14884 | 0,67425 

9« Tergleiehungr Ton 



P^esssen 
Moiven 

180 c3r. 


^cankreich 

Hectare 
100 □ Decam. 


England 

Acre 
160 QB. 


. Baiern 

•Tagewerk 
400 G»- 


Sa,€hsen 

Acker 
300 GR. 


Braun- 
schweig 

Feldmorgen 
120 GR. 


1 


0,25532 


0,63092 


0,74935 


0,46135 


1,02064 



10« Tergrleichungr 



Preussen 
Dänemark 

1 Meilen 
24000' 


mnkreich 

Jfyriameter 
- 10000 Mtr. 


Englaiid 

Meile 
5280'. 


Sachsen 

~ MeUe 
32000' 


Braun- 
schweig 

Heile 
. 26000' 


Baden 

Helle 
29629,63' 


1 


0,7532« 


; 4,68055- 


0,«3121- 


1,01524 


. 0,84740 



11. Flttssigkeits- 



Pteuäsen 

Ottart 
64c" : 



^ Frankreich 

Litrc 
0,001cm 



- Englaiid 

OaHon 
277.274c" 



Baiern 

Maasflkanne 
0,043c' 



Sachsen 

IHresd. Kanne 
47^213c" par. 



Braun^ • 
schweig 

Quartier 
52i|iic" prss. 



1 



r, 14503 



0,25202 



1,07110 



1,22262 
12. 



1,22222 
Ctetreide- 



Preussen 

SchefTel 
.30T2c" 


Frankreich 

Hectolitce 
IGOLltrea 


England 

Bushel 

> 8. Gallons 


Baiem 

Seheffel . 
206 Hasskann. 


Saclisen 

Dresd. Schffl. 
Y900c" 


Braun- 
schweig 

Himten 
2316c" 


1 


0,54962 


1,51211 


0,24718 


0,52935 


1,76471 









3d9 



Khtfför mit der preuBsisph^n Bvtiie. 



Braunschweig 
f Buthe « 16' 



Würtemberg 
1 Ri<the = lOf 



? 



.Baden und 
Schweiz 

1 Buthe = IC 



Oestteich 



1 Klafter = 6' 



Rusdland 



1 Sashen = 7' 



3146 



.:! 



0,824:9 

riitheE etc. 

0,08043 I 1,72821 

mthen etc. 

> 

' 0,56127 I 2,27193 

rl^MiiuiAsseii*. 



1,2554 



1,57607 



1,9857 



1,7652 



3,94307 I 3,ltdd6 ' 



• I 



1,97861 I 7,82983.;. ,1,. 5,50059.. •.., 



i< ■ « I ■ iJ 



; 1 ■?■■'"' 



Würtemberg 

* itkorgen 
384 GtR. 



Baden 
Schweiz 

HoTgen, Jucbart 
400 OR. 



01,70923 



Schweden 

Tonnen Land 
- ,560(»n' 
l'«0,mJUr. 



Oestfefch 

Wiener Joeb. 
IQOOQ^ftr. 



Russlatid 

DeMitiM ; 
2400 Di^Ml^en 



0,81010 

TOB Helleii. 



.0,51722 



0,44960 



0,2*370. 



» '-rt 



Seliweiz . 
Keue W^tunde 

leo«' 



=F 



Oeograplh. 
-Welle 

15 aiull Grad 



Oestreieh 



Meile 

24000' 



RoBsUnd 

Wewt, 
3800' j 



!ßngland und 

FwnkrfeicK' 

Seemeile " 

20 auf 1 Grad 



1,56927 

liiaäsge.' 



M1514 



0,99286 



7,H6095 



1 ,35352 



« • » »1 




« ■■ I I t I 



ii i i'i i ' 



Würtünrt>erg 

Uelieichmaaat' 

78»JgcV 



1 ^ 

; Schweden 



. Kanne 
: 0,1c' 



I ..-r. 



!o,437 



Oestrelchi 

tfaass 
0,0448e' 



;■> 8Tt! 



as?: 



Bi/LMland . . .", 

stoöf ■': ' 



■■■ ■ t 



« "» ■*'*T=.«) 



0,62330 



50 



0,80913 



0,93170 



IMUlMe. 



Hessen 

Malter 
128 Litrea 






Wü^temberg 

- Scheffel 
TÖBTei" . 



• ( 



Baden 
Schweiz 

Malter 
100 Maa« 



Oestreich 



Rnsstend 



Wiener Mts. 
l,947ic 



Tachetwevik 

leooc" . 



0,42939 



0,31012 



0, 9vv4 1 



0,89362 



2,09634 
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Oest reich: 

Süddeutsche WabriiHg ': 52i Ould, = 1 

4 Tbslei Preues. = 6 QuUea Oolti. = 7 Ql)ld^ güdd. 
3. HanzUbelle. [Nach' Netkenbiecher'a Tascbaiibuche.) 



DentBches Reich. 1 Zwanzig HuUtiick 
PreBflSei: and der,s(ii»ste Theil.JKOTd- 

Deutschlands, 1 Tblr. = 30 Sgr. & VI 

oder 10 Pf. 

Oestreich. . I Guldea,= 100 Rteuzet . 
Sfid-iisaiBehluid.' ' J-On1deu = ^ kr.' 

i 4 Heller 

lexf pten. 1 PisEtei (Gersh) = 40 Pua 
Belgien. Siehe Fcinkreich. 
Bremen.. . 1 aoidib«i«i = 72 Otoit» i 

5 Schwiren ,.,... 

DäneBUt, 1 KigitbtlePBcAMaTkl&Pf. 
England. 1 Pfund- Starling = 20 'Schil- 
ling.« 12 Fence . ,, ' '- I , 
68,2844 Tfd, 3t. = IHd. fein Gold. ' 
Wenn 1 Pfd. Gold gleich 4tiO Thalec, 

dum ist 1 Pfd. St 

1 . athilli[i( .Sterling 

frankreicb. i Fitink'=i'ioo Centliu4n 
OrfeelieillWld. l Drachme = lÜO Lepta 
HftmbDTKt I Mark Couia'nt = 16 Schil- 
ling iil2Pfenuige '. T — n,3806 ■ 

Italien. 1 (.im ä jOOCantlMimiw . ... — B«] . 

Lflbeck. 1 Mark = 16Schilli»gkl2Pf. — 12,3B06 - 

1 äpecieitbalei = 40 Scbüling & 12 Pf. 1 16,7711 
MecklenlHurf. lThlr, = 4S_Schui,M2Pf. 1 0,067 
Niederlande, l Guldeu '^ lUO Ceifts . — 17,01 
Nordan\eHI:A. i Doiiu='iao Cents .' i 13,30U 
Borwegen, 1 Spaciestbater = 120 Schill. 1 la.SOT 
Polen, ■ l;Guld8ii Ä liS-Kopaken. ' """* 

Portnral. I CkToa = 1000 Ktiis ... 1 18,8616 
Bom/H' Scddo = IÖPmII» 10 BljocoSi' 1 13iä748 
Rneslaad. l Rubel = 100 Kopeken . 1 2,393 
Sehneden. 1 Reichsthaler = lUU Oere — 11,4763 . 
Sehweii. 1 Frank •> 100 Rapp; od. €'ent. 
Spanien.. . J,puro =1= 2ü.Re»len . . ■ :' ■. 
Sudamerika. 1 Piastar = 8 Reales k'lU' 
DemmO'; ..-'. J .......... . 

Tflrkei. T Piaster (Gerih) = 40 Pwa . 





8ödd. 


■ 


ai 


Kr. 




" 


■ '-40 


aft- 


4 


„■(45 


— 






«.■S.flOfi 


, 




My,3i- 


i-i 


T.li7 


55,66 


, 


16,962 


13,768 


' 


19.637 


rHi^ 


ti 


4n33 


47,(17! 




a2,955 


40,5 .' 




ie,35 


36,204 


- 


^5,384 


6i,9o;i 


_ 


13,332 






28,35 


il,90J 




43,332 




'i 


f4,m 


10,336 


1 


i5,235 


!5,05 




s9,535 


IBSft* 


2 


3I,5.'.5 


27,535 


2 


19,275 








14,;W7 


2 


51,015 


iT.ei-i 




J2,512 


il,965 




53,376 


57,376 




10,163 








if.m 


2 


27,219 


1fi,5fi.'i 


2 


12,995 


8,97m| 


— 


6,285 



' 



I 



Berichtigungen. 



Seite 35 Zeile 5 v. o. Colonne 3. die letzten Stellen 2210 st. 2110 
» 59 neben 63 unter 3. 18,9 st. 08,9 
» 81 No. 9. af H- 6? H- cf st. a? -f 6? cf . 
» 86 » 10. 2, 4,6,8 . . . St. 2,4, 8 ... . 

» 91 .22. «rc (£o« -^^±-^ Bt. m-cgog ^^^^ - 

COS a cos a 

»105 » 4. , st. 



)/l — cos *^a |/1 — sin *« 

» 126 Zeile 9 v. u. im letzten Gliede fehlt n . 
» 145 » 4 v.o. 8in2(r, r,) = st. = . 
» 180 No. 9. y^ St. yO 
» 187 » 5. n^ St. «3 
» 192 »13. Hinter Radius fehlt 6. 
» 194 » 15. Kreisevolvente st. Kreisvolvente . 



Bemerkung. 

In der Integralrechnung sind die Potenzen von sinus , cosinus etc. 

durch sin x^, cos x^ etc. bezeichnet. 



^ 



/ 



A 




I 



